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ПРЕДИСЛОВИЕ 


П. Л. Чебышев знаменит не только, как математик-творец, но и как пре- 
восходный лектор, ухевший соединять простоту, ясность и краткость изложе- 
ния, поэтому его курсы при небольшом объеме отличались богатством со- 
держания. 

В 1879/1880 учебном году Чебышев читал теорию вероятностей, предпо- 
сылая ей специальный куре определенных интегралсв и теории конечных раз- 
ностей. В это время в числе его слушателей был А. М. Ляпунов, который 060- 
бенио тщательно записывал лекции Чебышева, а вечером в тот же день при- 
водил свою запись в порядок и переписывал своим замечательным каллиграфи- 
ческим почерком; а так как Ляпунов отличался нетолько своими познаниями, 
но и превосходной памятью, то его запись воспроизводит лекции Чебышева 
именно в том виде, как они прочитаны, со всеми тонкостями попутных замеча- 
ний, которыми Чебышев умел оживлять свои лекции. | 

В 1882 г, я, с согласия А, М. Ляпунова, переписал для себя эти лекции. 

Академией Наук было постановлено издать эти лекции; поэтому я вновь 
переписал по новой орФограФии свою старую рукопись, попутно проверив все 
выкладки, подлинная же рукопись самого А. М. Ляпунова хранится в Архиве 
Академии Наук. 

По характеру изложения, лекции Чебышева, хотя и читались в Универ- 
ситете, представляют особенный интерес для техников и инженеров, ибо он не 
задавался целью сдезать свой курс безукоризненно строгим, а довольствовался 
тою разумною строгостью, которая, избавляя от ошибок, сообщает непре- 
ложность выводам. Его цель была чисто практическая — научить своих слу- 
шателей в возможно сжатой и доступной Форме сущности дела и важнейшим 
его приложениям; в предлагаемой книге читатель увидит, каким образом зна- 
менитейший из ваших математиков этой цели достигал. 


20 августа 1935 г. . 
А. Крылов. 
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Определенные интегралы 
Предварительные замечания и интегралы первой группы 


Определенными интегралами мы будем называть только такие инте- 
гралы, пределы которых суть постоянные количества. 


Так интегралы вида 
= 106 2 
106 
1 


\ 
мы уже не будем считать определенными. 
Многие из определенных интегралов могут быть выведены из неопре- 
деленных, но мы теперь будем заниматься только такими определенными 
интегралами, которые не могут быть найдены в неопределенном виде. Так, 


напр., интеграл 
| е® ах 


не может быть найден, потому что представляет неизвестную нам трансцен- 


дентную Функцию, а между тем мы можем найти его значение, если под- 
ставим пределы 0 и со, а именно: 


[так У 
5 


Это объясняется тем, что мы не имеем такой Функции, которая пока- 
зывает, как изменяется величина площади ОАМВ в зависимости от изме- 
нения =, но это, очевидно, не исключает возможности узнать величину всей 
площади, ограниченной кривой 


1 == в" 


Так как при подобных изысканиях прямым путем итти нельзя, то мы 
по необходимости должны итти косвенным. Отсюда происходит чрезвычайное 
разнообразие приемов и часто многочисленность их. 


Б. Л. Чебышев, Теория вероятностей 1 
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Определенные интегралы разбиваются на несколько групи, и для каждой 
групаы существуют особые приемы. Кроме того, один и тот же интеграл 
различные ученые находят различными способами. 

Наш способ будет состоять в следующем: мы будем брать известные 
двойные интегралы, и помощью их, изменяя порядок интегрирования, будем 
находить определенные интегралы. При этом мы не будем задаваться 
вопросом —найти значение такого-то определенного интеграла, а будем 
итти обратным путем: из данного двойного интеграла будем выводить все- 
возможные определенные интегралы. 


У / 


Фиг, 1. 


Таким образом возможность перемены порядка интегрирования будет 
лежать в основе всех наших выводов. Как известно, это возможно только 
тогда, когда интеграл может быть рассматриваем как предел суммы. По- 
следнее же может иметь место только тогда, когда подъинтегральная Фун- 
кция в пределах интегрирования не обращается в бесконечность. 

Поэтому, напр., интеграл 


+1 


42 _ _ 
а 
—1 


не может быть рассматриваем как предел суммы, потому что подъинте- 
гральная Функция при 2 = 0 обращается в бесконечность. Это даже очевидно 
и из того, что при всяком значении 2, лежащем в пределах интегрирования, _ 
подъинтегральная Функция принимает положительные значения и выше- 
написанное равенство невозможно. — 

То же замечание можно сделать и об интеграле 


+1 
= в 1) 
т 
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Значение этого интеграла можно представить в несколько ином виде. 


Так как 
еб УТ — с0з0 + ү— 1 віп 0 


то а р 
Ө ү 1 = 10р [соз0-+- ү— 1 віп ө] 
Полагая здесь 
0 = (2% +1) т 
получаем у 
(4-1) т ү—1 = 106(— 1) 
Итак, 


— [= 1) ү1 
РА 77 ` Ке 


Таким образом этот интеграл имеет бесчисленное множество различ- 
ых значений, и все эти значения мнимые. Это можно объяснить тем, что 
при интегрировании мы могли бы вести 2 через мнимые значения, а так как 
при этом представляется множество путей интефирования, то это и объ- 
ясняет неопределенность интеграла. 

^ 51, Мы начнем с интеграла 


` 


у=8 х==00 
. [ е “9 аз бу 
у=а 1=0 


Для того чтобы подъинтегральная Функция оставалась здесь всегда 
_ конечною, необходимо, чтобы было 


а>0 и В>0 
это.условие и будет ограничивать наше исследование. 
Мы имеем 
ву 
[ 7% да = 6 
у 
поэтому 
со 
== ах = к 
у 
0 
- далее 
в й в о о 
+= 105 Е == { Ге асау = [а [ау 
а к а 0 0 а Р й 
1% 


Г 
\ 


м. 
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но ^ 
8 
Вх — ох 0х 6—6. 
—2у Е нч О: е 
Је @у —  —& 2 
0 
итак, 
пет Ва 2 в 
а) [= 


Этот интеграл имеет едва ли не самое важное значение. Мы укажем 
на одно из его приложений. 
Полагая В=п и х= 1, получим 
^ —х 2 
Р [ ел 4х = 105 п 


0 
Давая здесь т различные значения от 1 до я — 1 и складывая полученные 
выражения, найдем 


(и ПЕ —2 2х —и—х 
108 1.2.3... О в оета 


2 2 
0 


ИЛИ 


61.2.8... (8—1) = [00—10 е |. 45 
0 


"Таким образом этот интеграл дает возможность выразить логарифм 
от произведения натуральных чисел при помощи интеграла, что иногда 
бывает полезно сделать. 

Интегралу (1) обыкновенно дают несколько иной вид. 


Положим 
&=— 52 = — 1082 
откуда: _ 
4% = — ыы - ых 
2 
[2а А 26 28 4 ор 
2 —106с 2 ГА 
0 
откуда 
" 295—1 — 1 2. 
(2) — ЮЕР . аг = 1085 
0 
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Мы получили этот вывод в предположении, что х и В суть положи- 
тельные количества; в этом предположении заключалось уже, конечно, и то, 
что а и В суть вещественные количества. 

Если мы допустим, что х и @ есть мнимые количества, то из инте- 
грала (1) можем получить некоторое понятие о значении интеграла, 


со 


зіп сх 
[ а 
2 


0 


Мы говорим «некоторое понятие» потому, что наше допущение влечет 
за собою нестрогий вывод, который, как и все подобные выводы, не дает 
нам, как мы сейчас увидим, желаемых результатов. 


Положим 
—=--сУ—1 и = +-сү—1 


где с — некоторое вещественное количество. 
При этом мы находим 


У-у 
== е 106—1) 
а так как 
еск У—1 _ р свҮ1 ч 
———————— сис 
ү 
то 
2 үт. = 08 (== үт 
о 
откуда 


Таким образом мы нашли значение этого интеграла, но уже одно то 
обстоятельство, что 106 (— 1) есть количество неопределенное и вместо 
т /У—1 нам следовало бы взять (2% -= 1) т /—1, уже одно это“обстоя- 
тельство указывает, что результат получился сомнительный, потому что 
наш интеграл должен иметь одно вполне определенное значение. 

Кроме того, полученное выражение не зависит от с, и потому найденное 
значение справедливо только для с положительного, а между тем, при выводе 
этого интеграла, мы предполагали только, что с есть вещественное количество. 

_ Таким образом, строго говоря, мы не получили искомого результата. 
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С: 
$ 3. Рассмотрим теперь интеграл: 
В < к 


С) 
[а Је се а 
0 0 


ау е7 У бір сх е У 
[е У бір с. ат = — о — 50:00800: йг = 


у 
— У бір сх с из 
ее [| 99 сов сх · 5 
Х 9 у 
поэтому 
3 со со 
8 ‹ е 6 
[е "пог. = ее 99 соз св - 4 ^ 
0 о ь 
° Но к. 
6—%У с08 сх е0 
[= 0 608 С22 - б = 0—7 — — Ф: зіп са; · 45 
и 
со со 
=; 4 с РИ 
[• "Усова [е "У віп с2 - ас 
. АБУ 
0 
Итак, 
с 3 со 
РЕ х с А 227 а , 
Е опол. 0—5 |е У від сг. 4% 
у у 
0 
Откуда: 
29.1 од. ад = 
(а) Е ѕіп сх · ат ки 
0 
о 
—=у БЗР 6 
(Ъ) Је м =". 
0 


Эти интегралы имеют весьма большое значение, потому что дают воз- ~ 
можность выразить алгебраические выражения 


с С 
тая ч е а 1 
при помощи определенного интеграла; это очень часто упрощает решение 
многих задач, не относящихся к суммированию. Заметим, что интегралы (а) 
и (0) могут также быть найдены в неолределенном виде. 


\ 


| 
млм. гсй. ога. р! 


„3 „3:49 7 Сез 


Если мы предположим, что в интегралах (а) и (Б) у постепенно умень- 
| шается, приближаясь к нулю, то в пределе найдем: 


со Е Ы 
. Я 1 
ў вір са · А20 = > 
Р 0 
И © с 
Говет . а = 0 


0 


= Но легко видеть, что полученные интегралы не имеют прямого смысла, 

так как ѕіп сх и соѕс не приближаются ни к какому определенному пре- 

делу при увеличении д до бесконечности, вследствие чего эти интегралы 

І сами по себе суть величины неопределенные; но, несмотря на это, если их 

рассматривать как пределы интегралов (а) и (0), то они имеют вполне опре- 
деленное значение, как мы это и нашли. 


` 0 
Нечто аналогичное этому мы встречаем в выражении 5’ которое, 


будучи существенно неопределенной величиной, если его рассматривать само 

| по себе, получает вполне определенное значение, коль скоро мы его считаем 

пределом какой-нибудь Функции при частном значении переменной. . 
Умножая теперь интеграл (а) на Фу и интегрируя по у, получаем 


в 
“еду РУЛИ 
| ая. 


Изменяя теперь порядок интегрирования, получаем: ~ 


8 
С 20 зір сх \8 і 

је "У вір са + у = (т =) = 22001-00) 

; —=2 / с 
Ф, а 3 

"віп с2 — в бў: сау 

——(1—е ”°)4х = — = : 
| У ( в) атс {8 = тет 

0 


Е 


. 
Предполагая здесь В стремящимся к бесконечности, находим 


со 
(3) | ме Я 


0 


где знак ~ соответствует с положительному, знак — отрицательному с. 
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== 822, 


Это очевидно из того, что интеграл” 


со 
Г. с ау 
у 
0 


т т 
равняется или о} ИЛИ тан смотря по тому, положительное или отрица- 


тельное с. 

Таким образом мы нашли, что интеграл (3) действительно имеет вполне 
определенное значение, потому что он получается из последнего интеграла, 
но мы не могли того же сказать при отыскании этого интеграла в предыду- 
щем параграфе, так как там нам приходилось иметь дело с трансцендентным 
уравнением 


которое имеет, как и все трансцендентные уравнения, бесчисленное множе- 
ство решений, а между тем мы не имели средства узнать, который из его 
корней следует взять в данном случае. 

Заметим, что на интеграл (3) возлагали прежде большие надежды, 
не оправдавшиеся впоследствии. Последнее можно было предвидеть уже 


и потому, что этот интеграл представляет хункцию прерывную, внезапно 


т ® 
изменяющую свое значение из - 9 В РЯ при переходе с через 0 от поло- 


жительных значений к отрицательным. Функциями такого рода очень много 
занимался Лежен- Дирихле, который показал, что подобные интегралы 
могут быть часто употребляемы для упрощения различных задач. 

Мы покажем одно из приложений этого интеграла. 


Так как 
со " со Е, 
) заков. аи = | 2. (від (аи = и) = віп (аи — и) = 
0 
и У Бе 
54 зш(а--ди. Ак вів (а— )м. ду 
2 и 2 и 
0 0 
то при ї > @ 
о 
| віп ам соз іи ЕВ 


9 


, При возрастании ќаро от 0 до оо соответствующая дуга, может возрастать только от 


т т 
какого-нибудь значения пт на 5? т. е. до значения пт +- 5 * 
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и при {< а 


о 
зіп аи соѕ ѓи т 
————— йи == С 
и 2 
о 


Эти равенства можно представить еще в таком виде: 


2 ("віп ам - со У, 
(4) | и осени 


Положим теперь, что требуется интеграл 


| Е(г) іє 

0 
На основании (4) мы можем написать 
0) = [ео [кем ди 
0 0 го 


со с 
2 [віп аи соѕ 2и ; 
+ ео) : УЕ 77 
М А и 
а 0 
Здесь в первом интеграле х2 «а, поэтому этот интеграл равен данному, 
второй же равен нулю, ибо в нем => а. Таким образом мы нахождение 
данного интеграла свели на нахождение другого. 
При помощи интеграла (4) можно также устранять затруднения в роде 
следующего: положим, что требуется найти интеграл 


јә" су. 271... @еау4е... 


_ причем ‘дано условие 


(2) Ра 0<2+-у+2... <а 


Вместо этого интеграла мы можем искать такой: 
оо 


3.0) 2 

ее тн оу... ди 
Р т 

2-90 0 


и 


причем мы можем теперь не обращать внимания на условие (а). При помощи 
этих интегралов Лежен- Дирихле нашел притяжение эллипсоида на точку, 
но эти работы его гораздо слабее других. 
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$8. Все найденные нами интегралы заключаются в одном общем 


интеграле - 


о а [ау [еды 


где (2 · у) — такая Функция, которая удовлетворяет условию 


Г ооу= 0 


Найдем теперь значение этого интеграла, употребляя тот же способ, 


какой был употреблен нами и прежде: 


Го 


.°] 


— [9 ау = ов 


4 


Таким образом мы имеем 
(5) РР аго) кВ 


при условии [(-+- оо ) = 0. 


\ р 
Полагая здесь /(х. у) =е “*, мы получаем интеграл (1). Из этой же 
Формулы можно получить и различные друћие интегралы. Напр., полагая 


Ра) = . или [(2)—= 5 


1-н= 2° 


мы получаем интегралы: 


со 


МД 1 4% | Ё 
Та 0228 т аат аон 08 а 
о 


\ияя угра = 1 


Этим мы и оканчиваем статью об интегралах первой группы. 
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ү1 +- 2? 


1 


ГА 


Я == 11 — 


. Интегралы второй группы 


$ 4. Интегралы второй группы характеризуются тем, что в их выра- 
жения входит множителем үт. 

Метод наш при отыскании значений этих интегралов будет подобен 
предыдущему, но главнейшее его отличие от последнего будет в том, что 
доводя интегрирование в одном порядке до конца, мы в другом порядке 
интегрирования будем встречаться с произведением двух одинаковых инте- 
гралов, чем и объясняется характеристическая особенность интегралов 
этой группы. 

Возьмем интеграл 

со 


Ја Гео : 
[ 


0 
Интегрируя сначала по &, находим: 


со о 


С а 1 1 е (1 422)и ро 1 1 
0—(1422) у ВЕЕ 0—4 — айн , Е. ее ан ЧАБ ее“ 
| 7 рей Е ыы и 512? 
0 0 
со 
12% .я 
2.) 1427 4 
0 
Интегрируя теперь сперва по 2, получаем 
= АА, 
| Оаа 6° | е8 лад 
0 г 0 


(18 
полагая здесь & =, так что 4 = -^› находим 


о 


со 
ы ад = т ее 
0 


0 


поэтому 
\ 


[еее ли =. ге | е" = [та е" 48 = 
0: е х 0 0 . 0 Гу 


ами 


|| 
` 
55 
е 
7 
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Сравнивая оба эти результата, окончательно находим 
© 


| ав = үт 


0 
ИЛИ 


= 
(6) [ е = Ут 
0 

Этот интеграл замечателен во многих отношениях преимущественно 
по тем следствиям, которые могут быть из него получены. 

Делая различные преобразования, мы будем получать из этого инте- 
грала различные другие интегралы. 

Положив в нем 


0 = а 
найдем $ 
| 6 “48 = у= 
РО 
0 
ИЛИ с 
Е — а кг У 
(7) ) 65. аа я 


Заметим, что здесь при Ус следует брать знак =, потому что этот. 
корень заменяет положительное количество а (все элементы интеграла 
положительные, вследствие чего подстановка 2: == а8 возможна только тогда, 
когда а есть количество положительное). 

Дифференцируя последний интеграл по параметру с, мы получим ряд 
следующих интегралов: А 


у: == 3 
Је ва у.е т 
7-е $ 
Је аа 56" 


Е ба 
Гоа ВВ Ы с? 
о 


65.22 СА к оо ӘС ре Сао тв 
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Вообще, диФФеренцируя этот интеграл ® раз, получаем 


ч т. 296 
0" е2 Уз (е 5) 
и 
де" р) ас" 
0 
откуда | 
г $ - 21-1 
[< 1. ее" ам. д0 1)". А), е а 
9 
или 
Г = 9н 4-1 
ората уе ааба) 


0 


Таким образом мы нашли интеграл от степенной Функции е °, умноженной 
на четную степень переменной. Если бы множителем была нечетная степень 
переменной, то такой интеграл, как нетрудно видеть, можно было бы взять 
в каких угодно пределах, поэтому мы можем вообще найти значения такого 


интеграла ў 


[еа 
7 


где ф(2) есть некоторая целая Функция. 
Замечая далее, что под знаком интеграла (7) находится четная Фун- 


КЦИяЯ, мы можем написать 
+00 


| в д — Ух 


Введя сюда новую переменную у вместо =, так чтобы было 


2== у 4-0 
найдем 
А +00 
14 0+0, ду — 7 
—© 
ИЛИ | 
+0 но У 
т 
13 е0 + %у+ 0) а ау НМ, } е0 — 200, ау = а 
—© —© 
откуда 
0 
[ е — 2) н ау а ў е е“ 
—© 
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= 
== Ы 
М Р 
или, полагая 2а 0° = [: затем /® == №: 
+0 Е. Р К 
(9) И е—"-—м . ду = У= 4 е ж) 95 үт м еба 
! а = 


— о 
—_ 


Из этой Формулы мы можем вывести все интегралы, подобные заклю- 
чающимся в общей Формуле (8). Для этого стоит только разложить каждую 
часть равенства по степеням /: и приравнять коэффициенты, стоящие при 
одинаковых степенях Ё. Произведя эти действия, на самом деле находим 


[11-8-0519 с. |= 


1.2 а 4а? 


о 
. Ут 2 
е лије а нЕ ен. уйу 05, ЕУ і. 


Вообще все интегралы, содержащие нечетную степень у, будут здесь 
обращаться в 0, как интегралы от нечетной Функции. Отсюда видно, что 
интеграл от произведения какой-либо целой Функции на степенную будет 
проще в том случае, когда мы возьмем его в пределах — оо и ~ ><, чем 
в том случае, когда мы его возьмем в пределах от 0 до ~- со: интегралы, 
содержащие нечетные степени 7 в первом случае, уничтожаются, и все 
выражения будут иметь общим множителем Ут. 

$5. Полагая в интеграле (9) : 

&=тУ—1 


“ 


получим 
+ тут)? 
[ е1 — "№ У . у 65, У= . ( за ) 16 ўа 
Я а / 
—© 


Но мы имеем вообще 
е9 1—1 — с080 — /— 1 віп 0 


поэтому 
+0 7 
~ | и [созту — У— 1 зщ ту] ду = ўя е бй 

—о 
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Разбивая этот интеграл на два и замечая, что ^ 
+0 
ў е зт тиу ду = 0 
— 0 
находим 
+0 т 
| е соз туу ду = и и 
и отсюда 
9 ас. 
(10) ) “И соз ту ау == и У 


—© 


Этот интеграл замечателен в том отношении, что величина его весьма 
быстро уменьшается при увеличении 7%, между тем как элементы самого 
интеграла при этом периодически то уменьшаются, то увеличиваются, так 
что рассматривая этот интеграл как функцию параметра т и основываясь 
_ в своих суждениях на изменяемости величины его элементов, мы не могли бы 
прийти ни к какому заключеняю относительно изменяемости самого инте- 
грала при увеличении т, а между тем найденное нами его значение решает 
этот вопрос вполне. Этот интеграл уменьшается с увеличением 2% не потому, 
что элементы его при этом уменьшаются, как это можно видеть во многих 
других случаях, но потому, что громадное число членов положительных 
уничтожается членами отрицательными, и в результате получается вели- 
чина, весьма быстро уменьшающаяся с увеличением т. 
$ 6. Перейдем теперь к дальнейшим следствиям интеграла 


Положим здесь 


ау = (а-- 1 
поэтому будет 
+ є 
"ау 0278 | ре 83) (4 =) — \№ Й 
а 
—оо 0 
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Отсюда, 
© ана © 03 2 г 
— а224- 202 — — — 4122 — — 
| б (а) = је Е (ина) = У 
2 2 а 
0 0 
Откуда 


л 
но, положив 2 == =, увидим, что второй интеграл равен первому, и мы 


получим 


Положив здесь ай = , причем должно быть б >> 0, окончательно находим 


ЯОЙ < Е 
( н; д = —-245 
(11) | 3 Б-у 


$ 7. Возьмем теперь двойной интеграл 
со о 
) | соз тш - ©" + 9 ц др 
оо 


Интегрируя сначала по букве 0, получим: 
74 к 


оби) 1) и) 
Је 40 — сят о 224-02 


о о о 
ие 605 ти · аи 
. ут с08 0 - е" +10) и фр = = 
1? 4-и 
оо 


Интегрируя теперь в другом порядке, найдем на основании Формулы (10): 


г — т 

[соки ее ан = Ме “ 

Ф ^2 уз 

и затем 
со © о КА 
-з-* 00 

[овие ео лао | о У арр 
РАР 2; У № 


что следует из Формулы (11), если в ней положить 0 = 29. Таким образом 


имеем 
© 


608 20 Г р 
(12) 5 Чите 
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Этот интеграл замечателен в том же отношении, как и интеграл (10): 
его величина быстро уменьшается с увеличением т, между тем как подъ- 
интегральная Функция при этом не приближается ни к какому определен- 
ному пределу. 

$ 8. ДиФФеренцируя интеграл (12) по букве т, получим 


со 


— вірну. ту 
|. Гр т ре 
0-6 
откуда 
© . 
УШИ т ы 


Интегрируя же этот интеграл по букве % в пределах 0 и т, найдем 
іж 


со и=т т 
{ { т аис вау (ж г"? т 
ри 2р 
0 я=0 
но 
т А се 
. и 
|} соѕ ми (и == еза. гі г" дп =" — я (1 —е"?) 
и == Ере 
0 
поэтому 
о 
ѕіпти аи т 1—6" 
(14) г: = марг та 
р + и 2 р 


Если последний интеграл умножить на р? и сложить с интегралом (13), 
то получим уже известный нам интеграл 


©. Е 
510 70 т 
[ аи — — 
и 2 
0 


Дифференцируя интеграл (12) по букве р, мы получим ряд интегра- 
лов, замечательных преимущественно в теоретическом отношении, именно, 
они представляют тип целого ряда интегралов, которые могут быть заклю- 
чены в одной общей Формуле, подобно тому как интегралы первой группы 
могут быть заключены в общей Формуле (5). 

Для большего удобства диФФеревцирования положим 


р= ү 


Б. Л, Чебышев. Теория вероятностей "2 
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== аа 


и будем дифференцировать интеграл (12) по букве 4, тогда найдем: 


о 
Оч Јува) 


о Ге 605 ти РА. Ф [ в-* Уд 
аан) 5 94°\ ус 
И Т. Д. 


Отсюда видно, что мы вообще можем найти" интеграл 


со 
со8 ли 


(аи. 


при каком угодно целом и положительном Х. 


$ 9. Выведем теперь ту общую Формулу, о которой было упомянуто 
в предыдущем параграфе. Но так как строгое доказательство этой Фор- 
мулы (которое можно найти у Коши) завело бы нас слишком далеко, то мы 
дадим здесь ее нестрогий вывод, который можно найти, напр., у Бертрана 


под названием Формулы Абеля. 


Так как * 
ет" УТ + опи 
о = —— 
то по Формуле (12) имеем 


о сара —- 
ие м7 ди сале? 
ЧО рея 


Подставляя сюда вместо % положительные числа 
` 


№0, у. • 
получим: 
о 
етиу оиу йи т „т 
2 р?и? “2р 
0 
о е—т"зч У=1 4 она" = аи 5 л р 
] - 2 10-08 Эр 
[7] \ 
со 
е" УТ етну1 йи СДР 
9 т. 
2 2° + и 2р 
0 
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Если мы умножим эти интегралы соответственно на множители 
4}, А 4... 


и сложим результаты, то найдем 


А. 
5 [ (4, е—"*У—т а Ает 4 4, етнУ1 6... —= А, ет 
0 


аи 


изм УТ 
+ 4, е =... а 


е че Деле Ду + 7 ) 


Положим теперь, что 
(а) = Ав" + Де" Але"... 


Вследствие этого последний интеграл примет такой вид: 


(ит) + 1(— 0 1) аи = 
(15) 40. а-в 
Таким образом мы вывели требуемую Формулу. 
Нестрогость этого вывода заключается в том, что эта Формула спра- 
__ ведлива только для таких Функций, которые могут разлагаться вряд 


де" Ат" Ав. 
где 4,, 4,, 4, ит. д. суть некоторые постоянные коэффициенты, между 
тем как мы, не имея критерия для отличия Функций, разлагающихся в такой 
ряд, от неразлагающихся, считаем эту Формулу как бы справедливой для 


всяких Функций. 
Если положить 


Ка) = А," Де Де" + ру 

то мы найдем 
{ (аи —аиү—1) а 
ЕО ЕЯ = Гар) 


0 
Дифференцируя это равенство по“ букве а, получим 


Го дя рар 
0 у 
Откуда 


9* 
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Полагая здесь 


= $ (#) 
получим 
(аи /—1) —(—аи /1) иди т 
(16) и сы. кн = — 5960р) 
Если положить 
Ра) = (0) 


то интеграл (15) дает 


| У (аи Ут) в (—аиУ/—1) Чи т 47 (ар) 


Интегрируя это равенство по а в пределах от 0 до х, найдем 


ГЕОС. 4и _ т (р) —9(0) 
бла ерк 2? 


и 2 


но 


Туву = Ре 


иуУ—1 


т 


и мы получим 


(ан у) 9 (ан ут). ди Е Ур 
; 2иУ—1 0-4-4 
ИЛИ 
Гама) аш = 9 (2) — 0) 
ео с аА 


Три интеграла (15), (16), (17), из которых один находится в сочинении 

Бертрана, находятся в сочинении Абеля, хотя общая Формула, о которой 

здесь идет речь, впервые была дана Коши.. | 
Этим мы и оканчиваем рассмотрение интегралов второй группы. 
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Интегралы третьей группы 


$ 10. Интегралы, к которым мы теперь переходим, содержат под 
своим знаком Функции, которые могут с первого взгляда показаться алге- 
браическими, между тем как в сущности они представляют особые транс- 
цендентные Функции. 

Эти интегралы будут вида 


по 
- 2 
етай ' 
0 


где А — какое угодно число. Поэтому скажем предварительно несколько 
слов вообще об алгебраических Функциях. 

Алгебраическими функциями мы называем только такие Функции, 
которые служат корнями уравнению 


т 214 2 — 
Ау А Ау"... 4,10 А, = 0 
где т есть целое положительное число, а коэффициенты 
Ай Аке «Д 


суть некоторые целые Функции от 2. Все Функции, которые не подходят 
под это определение, уже не представляют алгебраических Функций, поэтому 
Функция 4^, которая не может удовлетворять нашему уравнению при каком 
угодно №, есть Функция трансцендентвая, но она обращается в алгебраиче- 
скую, коль скоро мы считаем № соизмеримым числом. 


Мы теперь и займемся нахождением значения интеграла 

со ах 

[тя 

0 
при каком угодно ^. Но предварительно заметим, что этот интеграл будет 
иметь конечное значение только при А, заключающемся между пределами 
4-1 и — 1, ибо в противном случае произведение 2: 2^ = 1+ при А> 1 
было бы степени выше 2 и интеграл был бы, в силу известной теоремы, . 
бесконечным. 


Когда А < — 1, то, положив 


т 


== : и д = 
получим 
2^ах __ р а.в 
1-4-2? 1+ 2° 


т. е. интеграл был бы бесконечным. 
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Когда А = + 1, то имеем: . У 
Г дах 1 52 
Нева) м 
0 со 

1 ү-1 х 

д !. ах (5) ( =) РАА 

152 — і 23 Пе придя 

$ 0 со 0 
Если 

А = а В ү— 1 


то необходимо, чтобы а заключалось между пределами +1 и — 1. 
Итак, мы будем теперь рассматривать интеграл 
о 


, [2% 


0 


предполагая 1 > А > — 1. 
$ 11. Мы имеем 


со со 


Р; 
Ја =“ [т та 424 | габ 


Но 


1 1 1 
е дааа [| аала. 1.) 
0 0 0 


244 1 1 1 
=: [ав | 2а [дао Јона. ГК 
0 0. 0 0 4 
но вообще 


ана ( аћ+т+1 = | 1 
== |..—————— } = 


лт 1/0 Ат-1 


— так как при сделанном условии относительно А всегда 


Лл-+т-1>0 
Если 
л=а-- ВУ—1 
то 
іт (дену — іп (дт ; 01-3), 
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так как В может быть отрицательным, то с первого взгляда может пока- 
заться, что 2-1 может быть бесконечным, но нетрудно видеть, что этот 


множитель не может превзойти известного предела. В самом деле, 
' 


ай — 60198 11 сов (81062) + ү— 1 зщ (81052) 


поэтому, во всяком случае, 


` іда (д) = 


если только а заключается между указанными пределами. 
Итак, 


1 
1 1 1 1 


фа Кеть ее ОЬ ние ААИ . 
ели Е, л-3 л+- 5 Х=Е7 
0 


Возьмем теперь второй интеграл 


о 1 
= =)= и 
ка 4 Е ВЕ". 14 2% 
0 


1 


Но по предыдущему 


1 


оаа лара. 1 
у Та жр +8 па есе егу вооа 


1, _) ( ( У) 


| 


(=) 
А-а 5 
7 


ИЛИ 


со 2, 
ИГ 2:3 2.5 2.7 
в) аа р е ре ае 


Таким образом мы выразили интеграл помощью ряда, который остается - 
теперь просуммировать. 


МАЛАУ.гСіП.Ого.рі 


а 


С первого взгляда бросается в глаза аналогия этого разложения 
с разложением рациональных дроббй на частные. В самом деле, мы можем 
представить этот ряд в таком виде: 


И 
129 Ат ЩЕ №8 0—3 5 0—5. 


Но всякую рациональную дробь 
(а) 
`Р(а) 
где (2) не имеет кратных корней, можно представить под видом 


Рб) (а) 1 Р) 1 71 (23) 1 


Р@) ЕР) == Е) ва | Ра) =, 


так что в данном случае корнями Функции Ё (2) служат: 


8. Ба 
Е РЕ н ту ТЕ о 
причем 
Т 
Е(а) 


при всяком значении =, равном одному из корней Функции (2). 
Мы теперь и займемся нахождением Функции Ё(л), удовлетворяющей 
‘этим условиям. 5 
- 812. Возьмем функцию 


Р (2) = соѕ (п агесоѕ 2) 


где п — какое угодно целое число. Легко показать, что Р(а) есть целая 
Функция 7-ой степени. В самом деле, полагая 


агесоз2 = Ф 
и замечая, что 
еп?Ү=1 не" У—1 
с05 пф = ——6—— 


2 а 
найдем | 
ет? У—1 -4- св У—1 
Е (сов ф) == от 
но 


в" УТ — совт 1 /— 1 тиф 
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220,1 В 


поэтому 
[соз пф 4 У— 1 віп по] + [соз пф — У—1 вт пе] 


Е (соз ) = 5 


ИЛИ 
Е(соз <) = а а а 0 


Таким образом 


(2 ү22 1)" (= — ү22— 1) 


(19) (а) = соѕ(њагссовх) = - 


Члены, содержащие нечетные степени үл? — 1, будут зависеть от этого 
радикала, но эти члены в окончательном результате, как нетрудно видеть, 
сократятся, вследствие чего мы получим для (х) целую рациональную 


Функцию. 
Так. как 


то. 


так что член выражения (19) 
(в— ү2— 1)" 
содержит только отрицательные степени =, вследствие чего все эти члены 


в окончательном результате должны сократиться с членами, содержащими 
отрицательные степени выражения 


(2 уа — 1)" 
и останется только целая часть этого выражения. 
Употребляя знак Е для означения целой части, мы можем этот резуль- 
тат выразить равенством . у 
ен үа — 1)" 
Работы, относящиеся до исследования Функций этого рода, главным образом. 
принадлежат Чебышеву, так что и выражение (19) носит название поли- 
нома Чебышева. Эти исследования в настоящее время входят в состав 
многих сочинений по интегральному` исчислению;* так, напр., в Англии 


можно встретить их во многих курсах интегрального исчисления под именем 
работ Чебышева. 


* См.: «Интегральное исчисление» Н. Алексеева. 
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Исследования Золотарева относятся к подобным же вопросам, во 
к вопросам, относящимся не к круговым, а к эллиптическим Функциям, 
вследствие чего они гораздо сложнее, -но и менее важны, чем работы 


Чебышева. + я 
Положим теперь и = 2, где т — целое число. Вследствие этого 


найдем 


Е (а) = соз(2тагс с04) = А2?" ~ А, 2"! теи Ж 


Постараемся разложить на частные дроби Функцию т Р(2)` Для этого 
найдем корни уравнения 
Е(х) =0 
или 
соѕ (2 аге с0$ 2) = 0 
и докажем, что все корни этого уравнения будут различны. Нетрудно видеть, 
что это уравнение удовлетворяется, если положить 


(25 + 1)= 


атс со8 2 == 
4т 


где К — какое угодно целое число. Давая № различные значения от 0 до 
2т — 1, получим следующие корни этого уравнения: 


т 
к= 0 1, = 603 == 
37 
= == 908 > 
‹ ӧт 
- к= 2 А. А 
т 5. (20-1) 
Гр. Я сов —— = — 
ры И ле (48—22 —Т1* 
Е = 2% — р — 1. Д ие 
БАА 2 2(4т— 1) т 
= 2т— 1. 2 == 008 — = — 


так как уравнение Ё(2) = 0 степени 2%, то других корней оно иметь не 
может. Отсюда видно, что все корни этого ея будут различны и при- 
том вещественны. 
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* — 27 — 
Вследствие этого наше разложение будет вида 


а ВО Ок БИН ОИ =Уж 
Е) Ра) яв Р(1;) хх ``‘ АР (Е) 2—8, 


Но мы имеем | 
Р®=2т віп (22 ате с08 2) 


УІ — а? 
поэтому 
зт | 2тагс соз (сов 28 ="*) іа 201. 
Иж 21— 
= паре я т2 1 
ты ей 
Но 
(1 
поэтому А 
] Те т 
ее т 
У Пип 
Итак, 
2. —1 
1 вт 4т Р 1 «т 
соз (2л атс соѕ 2) УЕ ТИЕ е я 
9р. —1 
2:3 У (= 19 е 
2т &— 603 = 2. 
т 


где сумма должна быть взята для величин р., последовательно равных 
1,2, 3,4,...2т—1, 2т. 


Из этого равенства мы найдем следующую е, Формулу: 
: 2. — 


5 від 1 т 
ў (== 1) Багт 
соз (2тагс соза) < а= 608 20 


4т 
Из этого равенства мы можем получить известную Формулу 


сов 29 = 2 сов? — 1 
если положить здесь 
агссо52 == Фа И т 1 


При 2 = с08 Ф мы находим 
==1 


а п2 1 д 
(20) 2: У [о т 
78 азн соз ф— сов 2 


Сличим теперь в О Формуле два члена для р. = /: и для р == 27 1—0. 
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алаас 


Полагая вообще 


: 2 —1 
и а 4т х: 
Ф (р) = (— 1) г 2. —1 
СОБ ф — С08 Ре п 
мы имеем | 
віп 20 1 = 
то 4т 
Ф® = (— 1)": 2—1 
с05ф — С08 и, т 
и 
‚ 4т--1— 2% _ 
эт—Ё РА ЗЕНА 
Ф(2т- 1—0) = (—1) о ит. — 
О Даг 
вш 22—12 
к 4т 
= (— 1) · 1 
соѕФ ~ С05 У т 


Отсюда видно, что в нашем разложении сумма членов, равноотстоящих 
от средины, представляет выражение 


Ф (0)  Ф(2т-1—® = 


1. 2—1 1 1 
== (-— 1% те ЦРЕВА ИБСЕН ЩЫ ААР Их сам 
4т 2—1 в вов 2—1 
с05 ф — 608 тт 608Ф-- а 
‚ Ж—1 вї 2-1 
МА 51 РМ т о п от п 
не о раат: 
а 2 2—1 0—1 віз 
сов? ф — С08 т віш? —12—— т — 8іш? Ф 
поэтому Формула (20) принимает такой вид: 
вір 2—1 
2т н. Я 
ЗМ, созатф > Ус а Ее 
Ф віш? —1—— т — 8? Ф 
т 


где должно менять /: от 1 до % включительно. 
Положим теперь, что ф стремится к нулю, а эз неопределенно увели- 


лт 
чивается, причем произведение 2722, которое мы обозначим через т) 


остается конечною величиною. Постараемся при этих условиях найти предел 
нашей суммы. 
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Мы имеем 


поэтому 


9 У 1р 5іп (= 2”) 5 
сов 17 віп? | 2) — 8іп? Ф 
1 


вто 20-1 Ф 
5 У Пе ао БаР 
віш 2—1 ф — віп? Ф 


5. н іп Е 192 
В Е тавр т г аттокзйеуе 
соз 75 віш аа Ф 


откуда 


віп 2 з= 


5: 57 аре Р т, 2 


7 


бъ е = 


а так как вообще 


то будет 
т 282—1 А зв). 
п = —1) 7 —1 
сов 17 У ре Тура У ( ) (20 — 1): — А2 1)? — А 
ф=0 


Итак, мы находим следующее выражение: 


5 2% У о. а 
ты 603 = у ам 


Здесь следует давать / все целые значения от 1 до оо. Так как при этом Х 
определяется из условия · 
сы: (22) 
п $=0 


т=со 


то очевидно, что ^ может иметь всевозможные значения, включая сюда 


и значения несоизмеримые. Если Л имеет значение вида о ~+- В ү— 1, что 
„в 
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2900 = 


Ра 


может быть только в том случае, если ф получает мнимые значения (так 
как т величина вещественная), то и для этого случая выведенная Формула 
справедлива, потому что в этом случае, отыскивая предел суммы при ф = 0 
и т == со помощию приемов, которые излагаются в диФФеренцнальном 
исчислении (прием, основанный на геометрических соображениях, который 
мы употребили в этом случае, очевидно не будет иметь места), мы пришли бы 
окончательно к тому же выражению. 
$ 18. Выражение (21) можно представить в таком виде: 
9 2.1 2.3 2..5 27 


Тара таар Ааай ласу: ант ест ааа тору рани, 
2 


Предполагая теперь, что А заключается между пределами — 1 и -+ 1 
и сравнивая это равенство с равенством (18), получим 


я 5 
а" | а (-1<%^<-+1 
608 -- 


0 
Таким образом искомый интеграл найден. 
Этому интегралу дают иногда несколько иной вид, полагая 


х=е’ 
В этом случае мы олуи 


аа 

2 

рга ВЕ + = 3200 
соз > 


но мы имеем 


Ге" 


ећ — © ве № а 
Лена“ Ее ЕЯ 
—© 0 
поэтому 
о 
ем 1 1 
(23) |= занта 
4 2 
0 
Полагая здесь А = В ү — 1, получим 
со со 1 
6—1 ету, 5. 2 42 рая т 
е 4- е7 Бн РТ ВУ=1Іт 85 ы 
039 ёе: ' 
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аар 87 


Итак, 


сов В б. р 
(24) а =" = = 
| не 


Еще более замечателен другой вид, к которому приводится интеграл (22) 
и который можно получить, положив 


а? = 8 
вследствие этого І 
Е 2 
Б ах = 52 2 (12 
а потому 
о > 
5 т 
в 12 таг = = 4 
| 1+2 2 соз А 
9 
“ Г) 
откуда У 
А 
Е] 2 П] 
Г — 
= № 
х; с0ѕ = 


Полагая здесь 


найдем 


#11 т т т 
ня а а Иа Отам" рег 
4 соз ("5 т 503 ($ —) 6 
0 


Если положить здесь 


2 
= 
1— 2 
то окончательно найдем 
1 
: „1 А оосо. САБ 
(25) Ја (1—27"%0= а”. (0 <п<1) 


0 
Этот интеграл, представленный в таком виде, есть частный случай Эйлерова 


интеграла, первого вида 
1 


Г аА! (1— 2)". ах 
. 0 
при = и у= —п— 1. 
Мы теперь и переходим к рассмотрению этих интегралов. 
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_Эйлеровы интегралы 


$ 14. Эйлеровым интегралом второго вида называется интеграя 
со 
[ 20.072 . ах 
0 
который обыкновенно обозначают как Функцию от у через Г (у). 
Интегралом же первого вида, как уже было упомянуто, называется 
интеграл ^ | 


а (1— 2) ағ 


Для этого интеграла не принято особого обозначения, впрочем неко- 
торые обозначают его через (№, м); другие — через В (А, џ); мы примем 
здесь первое обозначение, так что, заменив у через л, А через р и р. через 4, 


будем иметь: 
1 


І Ја 0—70 = р, 
П [ 2" 1е тах = Г(я) 


0 
Чтобы эти интегралы можно было рассматривать как пределы сумм, необхо- 
димо, чтобы параметры %, р, 4 были положительные, потому что в против- 
ном случае подъинтегральная Функция как в том, так и в другом интеграле 
делается бесконечною при одном из пределов, так что мы будем предпо- 
лагать: 
п> 0; р> 0; 4<0 

Правда, подъинтегральная Функция в интеграле І делается бесконечною 
при обоих пределах, и в интеграле 11 — при низшем пределе, когда ука- 
занные параметры, будучи положительными, меньше 1; но можно доказать, 
что в этих случаях интегралы имеют конечные значения. В самом деле, 
имеем - 


© 1 со 
[ 21е “ад = | де ‘ах-н у ае Зах 
0 0 


Предполагая теперь » положительною правильною дробью, найдем 


1 1 
[ата < 0 т 


0 
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таа 
ИЛИ ? 


1 
2 2" 
[= е 4% < = 
0 


так что этот интеграл имеет конечное значение при всяком положительном и, 
а интеграл 


о со 


ач е ‘ах | е іх 
] 


со Р2 
а =. Је < 
1 
Что же касается Эйлерова интеграла первого вида, то он также будет 
иметь конечное значение при упомянутых значениях параметров р и 4, что 
видно из того, что этот интеграл, как мы вскоре докажем, связан следую- 
щим замечательным уравнением с интегралом второго вида: 


_ гг @) 
(26) (р, 4) = ТОО 
Но прежде чем приступить к доказательству этого соотношения, покажем 


некоторые свойства интегралов первого и второго вида, причем начнем 
с последнего. 


Интегрируя по частям, находим — 


п 


со п -27 со 2 со 
т. а а А? Г 
[= 167° х — ] 4 [те "= | же ‘ах 
10 
0 0 


п 
0 
т. е. 
ги) = 210и +1) 
Откуда т 
(27) Г(и-н 1) = Г (п) 


Точно так же найдем: 


Г(п + 2) = (п +-1)Г(п ~ 1) 
Г(®- 3) = (п 2) Г (п -- 2) 


Г (п ат) = (п + т —– 1) Г (н т — 1) 
Б. Л. Чебышев. Теория пероатностей 3 
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А 
Перемножив эти равенства, имеем 
Г (0 т) = п(п а 1) (0 +2)... (н т — 1 Г (н) 


Полагая здесь м = 1 и замечая, что 


о 


г()= [== =1 ж 


0 
находим для всякого целого 2% следующее равенство: 
(28) _ Рта 1) = 1.2.8 ..,(0 — 1)т 


Из этого равенства видно, что 
Г(2)= =) 


так что между 1 и 2 Функция Г должна иметь шаниии [вторая производ- 
ная Г (м) всегда положительная]. 
Возьмем теперь интеграл 


1 


ед Ја 0—2). до 


0 


в котором будем предполагать р каким угодно положительным числом, а 4 
целым и положительным числом, большим 1. а по частям, найдем 


1 
ааа а А г |=] р. (0—1) (1—2). 
о ] 
откуда 
Я 
(р, = (+ 1,9—1) 
Отсюда находим: 
РО. 
(р +-1,9—1) =9511(р2,0— 2) 
— 3 
(в 2,4—2) = 13р 3,4—3) 
р : 
(р 8,0—8) = 3 (+4, 4—4) 
(р-н К, река. 


гаа ар АЕ 4—#—1) 


МАЛА. ГСіП.Ого.рі 


Е = 
если только допустить неравенство 
94—#>1 
Перемножая эти равенства, получаем 


(4—1)(4—2)9—3...9—&—, | 
29 —, ров. 6-0 Фе, 


Если положить здесь 4 — == 2, то мы найдем 


_@—1а—2)а—3)...@.0 
о з Ы 
0, 2= 5 2-е) о’ 0 —4—1:0) 
Это равенство будет справедливо для каких угодно положительных р 

и для целого положительного 9. Но 


1 
(ре 1, у= | 2993.0 
0 


р+9— 1 
Поэтому для таких значений р и 4 получаем 
а сда баса р ОАО Е 
(29) (в, = 27- Р-Н ра-2 ``‘ рад 1 рад –1 


Если предположить теперь, что р есть также целое число, то отсюда 
находим 
(р 9 = 2. (9—1): 1.2.3.4. ..(0— 1) __Г(ФТ(р) 
2 1. =" 3. о .0+9—1)  ГФ-9 
Итак, уравнение (26) для целых ри 4 доказано. 
$ 15. Чтобы доказать справедливость уравнения (26) в общем случае, 
рассмотрим двойной интеграл 


со о 
у= 1672У уР+1—) е9 да йу 
оо 


интегрируя сначала по =, а потом по у, положив 2 — 2, имеем 


с 
јет е “И. 4х = јат е7* аз = т 
0 
затем получаем 


о с < 
еа сууча 9а ду = [гро ау = гг) 
во м 


3° 
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Интегрируя в другом порядке, причем полагаем 


уе = и 
находим 


1 


Г А аа 1 ВС 
2+9—1. рут) А. 0+4—1 ЕЕЕ == 
)» е ау = (2+ ПР й е “аи (+ 1)? +9 Г(р +0) 


р 
| _ гФ-г@ 


(171 Г(р-+9 
0 
Полагая здесь р-+1==1 и пользуясь Формулой (25), мы можем отсюда. 
вывести попутно следующую замечательную Формулу: 9 


(30) „ Г(Р)-Г(1—)= ту 


которая имеет весьма важное значение в практическом отношении при с0- 
ставлении таблиц значений Функции Г, потому что показывает, что в пре- 


делах 0 и 1 эти значения достаточно вычислить только для аргумента, не 
1 
превосходящего =, › так как остальные найлутся по Формуле (30). 
Вернемся теперь к интегралу 


2р). ах 
(1 2)Р+7 
0 


полагая здесь 


2—1 
откуда - 
1 42 А 

рты ЕЖЕЙ И ат. 

получаем \ 
1 1 
дР-1. ах 2—1 1 ау. „4 _ д 
(14 2)Р+9  ) (1—2) (1— 2) 
; 


г | аа (р 4) 
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ее ыы 


поэтому 


(26) в. 2= 1299 


Из этого уравнения видно, что (р, 4) есть симметричная Функция р и 9, что 
легко доказать и непосредственно, положив 2 == 1 — у, и мы найдем 


1 


0 
(р, 4) = ТЖ (1—2) ' . д2 = — [а УР‘. ду == 


1 
= ау’. =. р) 
о 


Итак, справедливость уравнения (26) доказана для всех значений р 
и 4, для которых двойной интеграл, принятый нами в основание доказатель- 
ства, может быть рассматриваем как предел суммы; последнее же будет 
иметь мёсто для всех положительных р и 4, потому что, интегрируя в первом 
порядке, мы приводим этот интеграл к произведению Г(р)Г (4) и по дока- 
занному каждый из этих множителей имеет конечное значение для всех 
положительных № и 0. 


$ 16. Полагая в равенстве (30) р = 2° получаем 


г( 5) — ұт 


А о 
Но мы нашли, что Ук = 2 е" 4х, поэтому 
0 


УЕ 53 7 
0 


К этому результату придем и непосредственно, полагая в этом инте- 
грале 2? = 2; в самом деле, тогда имеем 


о 1 1 у о 1 4 1 1 
т Р Ч Тр Ала е е. Р РЕР АТИ 
Је А, РЕ нај е = 7 (5) 


$ 17. Из уравнения (26) можем получить замечательное уравнение, 
связывающее Функции гамма; полагая в (26) р == 9, имеем 


Г (р) - (р) 
(р, РУ ТО. 
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2—82 


Преобразовывая первую часть этого равенства, находим 


в) Јас Гаа 29). 


1 1 
1 1 \27)р-2 ІБ? 24 
јата 
0 0 
полагая здесь 22 — 1 = 2, находим 
1 +1 1 4 1 
(0,0 = тр | 0—2 ба ар | 1—0). 
—1 0 


так как интеграл содержит под своим знаком четную функцию. Полагая 
здесь 2° == и, получим 


24 1 
1 1 —-— 
(р, 0) = трі | 1—4 ть: ТЕ 


р; 
1 е. 1 1 
== [и (1 — и)! 1. ди = 9-1 Є 2) 
0 


гого 1 Г():Г® 


откуда замечая, что 


(9-е 
находим 
(31) го)-1(в+-2) = 5 -гор | 


Эта замечательная Формула была найдена в первый раз Лежандром. 
$ 18. Перейдем теперь к интегралам, выражающимся при помощи 
логарифма от гаммы. В $ 1 для всякого целого и положительного ® мы 


нашли 
о 


0 __е—п2 
(к 1) 2262 
1061 поэ взе) | "91е 42 


0 
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поэтому, на основании Формулы (28), имеем 


о 
є-®__ еп 


> — 
ее азиат 


0 
Мы докажем теперь, что эта Формула справедлива для всяких значений ж, 
для которых может быть взята Функция Г (и). Мы имеем вообще: 
е 
Г (м) = | 20-5672 
0 

ДиФФеренцируя это равенство по ж, находим 

© 

0) { е2 0" 106245 


0 


Но, на основании Формулы (1), мы имеем 


6-8 6—21 
0 


Поэтому 


О Гени а | Генет аа 


в 


Производя здесь интегрирование по 2, находим 
о о о 
1 67801006786 8) дд е" јет . 67% йк – | 72099 471—1. да 
0 0 9 


если положить 2 (1 -н 2) =, то получим 


со 


со 
а(н) я. о, Г ем, з ГО) 
Г а а= еў е 7 б те вуй 
0 


поэтому будет 
0 
аг (п 225 дг 
= е 01-0 "г 0): 
о 
Отсюда находим 


аг 41 
е = Г 100779 
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РА 
следовательно будет: - 
Г аювг н) = ов) = ] ] [е (1 4-9)" 42 «ан 
1 
20 Ее 2. (12)” ыы 
гр = је 0? ПЕ + 2) |, 
итак, 


Г 5 7" — 17] 42 
РЕ ИТ ТР а С) да 
Л 105 (1-+ 2) о е 


Замечая теперь, что Г (2) = 1, находим 


Е а 


и следовательно, 


ПСЕ роо е 


Вычитая это равенство из предыдущего, получим 


А "(1 я" (1+2) 14 (н— 1) [1-0 (1 -)2)] де 
наге = 100 (1 +- 2) ЕЈ 
полагая здесь Б 
105 (1 ~ 2) = 2 
находим 
о 
пов (и) = е ее а (о 0) е0 —2679)), а. 
440. 


Откуда получаем окончательно: 
со 
ЕЈ 672—0" | 4х 
(32) Де Е = Г 
0 


$ 19. Если в Формуле (32) заменить ® на т ~ 1, то получим 


ао рд —2  в- "+021 4х 
(0) ювг(в-1) = [н е) 
0 


Эта Формула имеет весьма большое значение в математике и в 0с0- 
бенности в теории вероятностей, где она употребляется при целом » для 
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весьма больших значений его, и так как вообще из нее можно вывести 
замечательные следствия, то мы теперь на ней и остановимся. 

Если п есть число весьма большое, то удобнее представить эту Фор- 
мулу в таком виде, чтобы вторая часть ее состояла из двух частей, из кото- 
рых одна содержала бы все конечные и очень большие члены, а другая 
служила бы дополнительным членом, содержа только очень малые члены 
и обращаясь в нуль при м == оо. В этом встречается необходимость, напр., 
при вычислении“ 108 Г (я ~ 1) для весьма больших значений ». Мы и зай- 
мемся выводом этого выражения 106 Г (и + 1). 

Подъинтегральная Функция в Формуле (*) может быть представлена 
в таком виде: 


Ё е5 —е6%+)27 1 ъ | Е д; © 2 1 
2 т пт 

пе а |. == ре ' = _————— 0 = 

1—в? 2 1—62 1—е-* А 


но 


326.454 а чм 1 Д $ ч, ме. 1 № (@) 
ат дай 2 „#06 М == ЛАГ] Фа) 
. 9. 


от Ье: 5 р 


где ‚Ф (2) означает сумму всех остальных членов разложения. Нетрудно 
видеть, что ф (2) содержит только положительные степени 5, так как ее член, 


содержащий 2 в низшей степени, есть, а потому та при 2 = 0 будет 


иметь конечный предел. Таким образом имеем 


= е?* — ее (ч1)х 1 = г. о? 1 1 6 1 
|" 1—62 га (3) | 


409) „иг 
2 
но 
е 1 1 267% 4-1 —е72 1 1/1е® 2 
2) = ——— ыы НЕА оро = Чай Мыс Еж 
#0) Що = 2(1—е72) ав 2) 
поэтому ь 


со заг - 
106 Г (п = р [н (6—2) 12 
: З 


РО | а)" аг 
9 (25 6 аваг 


0 
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Или полагая здесь 


Г = ар” 1 1 45 
го) [|н (65) ” [№ 
о 
р О. 45 
х0 [126—2 |е 
0 


105Г(в-= 1) = Р (п) + Ҹ (т) 


имеем 


Таким образом мы привели наше выражение к желательному вилу, потому 
что Функция Ч (л) выражается при помощи интеграла ог Функции, прини- 
мающей конечные значения для всех значений х, заключающихся между 
пределами интегрирования (включая и самые пределы), и притом при % 
весьма большом — значения весьма малые, и обладает именно теми свой- 
ствами, которыми, по нашему предположению, должна обладать вторая часть 
искомого вғлражения. 

Теперь остается только определить вид Функций (и) и У (п). 

Для определения Е(п) продиФференпируем Е (п) по ®, тогда получим 


50 о 
по е Дете е 
у 0 
Откуда следует” | 


Е (п) = М Е 
0 0 


Е (п) = Говпап-- 27% == 9106 п—п-+- 2106 т С 
где С — постоянное, которое оставляем пока неопределенным. Итак, 
Е (п) = С++ п10о6т — вн 1061. 


Здесь следует заметить, что примененное нами диФФеренцирование 
уничтожило постоянную С, в определении которой в данном случае и заклю- 
чается все затруднение, так что причина того, что мы нашли без труда 
функцию (и) в таком неопределенном виде, и заключается именно в этом 
диФФерепцировании. 

Обратимся теперь к исследованию Функции Ұ (п). В этом случае нельзя 
довести интегрирование до конца и эту Функцию приходится выражать 
в виде ряда. 
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Мы имеем 

ЕЈ 
14-79 е? ж-е 
тату ади: хуа 


так что подъинтегральная Функция примет такой вид: 


Здесь произведение первых двух множителей представляет четную 
функцию, и потому а ргіогі можно сказать, что разложение ее по степе- 
ням 2 будет вида 

? ААА Ат... 


Мы имеем; 
р НЕ РЕ (2) 1 (2) 
И: та. 2 . 
а Ер ЗЬ ПИН 2) — 1 - (5) + 
гу 2 235 1.2.3 2 ин 
откуда: 
в. у. 2\? 
2 а ЕЕ 
е? не =:[1-; 5 (5 .. | 
2 2 1 2\3 
ГҮ Эр ЕО А 5-7 
ё е 2 2 12275(5) + | 
следовательно 
ИРИ 1%... 9 
аа а ее 
в —в Г] Нав +. 
з поэтому . 
иа, 5: 2 & |2 
91| 1-6-8 М у и РЕЗ 
Итак, 
1 
А = 


Употребляя большее число членов в числителе и знаменателе и произ- 
водя деление, мы получим таким же путем .4,, 4,,...ит. д. Числа, кото- 
рыми выражаются эти коэффициенты, имеют очень близкое соотношение 


с числами Бернулли; в настоящее время исследованием этих чисел зани- 
маются очень многие математики. 
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Таким образом мы имеем 
е г = 0) 
Г 4 а; 
т) =} [4,24 4,23 А,25 А... ] 6". 


а о оо со 
=А, еа, аео, ае" ав. 248 
0 ь 9 0 


Замечая, что вообще 


н е» 2—1 С 
Је. в [5 ма [а.е а= 0 
пі п пі пі 
0 0 
И ЧТо 
г(0= 1.2.8... (1—1) 
при всяком целом и положительном 1 находим 
1 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 


Таким образом мы выразили У (л) при помощи ряда, зависящего от 
коэффициентов 4,, 4,, 4.,..., поэтому, чтобы можно было сказать что- 
нибудь общее об этом выражении, ‘необходимо знать закон составления этих 
коэФФИиЦИентов; последнего же не дает тот способ вычисления их, который 
был применен выше. Вследствие этого мы теперь выведем выражения для 
этих коэФФициентов, хотя и неудобные для их вычисления, но весьма удоб- 
ные для нашей настоящей цели. 


$ 20. Мы имеем, положив 2 = өү 1: 


2 
Ра т 
1-е ее *_ Фе - 20050 _ соё 
Ще = р бет зав у 
р - 


но мы имеем вообще: 


чо 6 (1—5) (1р) (1— в). т 


откуда р 


Іов від 0 00-106 (1— нь (1 о) а-в (1— вы) =. к 
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Дихференцируя это равенство, получаем 


Ре По ЗО: 20 - 
ауа 9 2—02 (2л) — (37) — 
так что 
6 319 0 
(000—7) = ан аа ич а 
но вообще 
1 1 ан 
= 1 нано... а - 
1—9 . 1—а 
а так как 
ШЕ АРА А. 
(тт) — 02 (тт)? Еа (==). 
тт 
то 
И, 2 
(тт) — 02 Е (ттун ‘о т у (тт)? — 0° 
Отсюда находим 
6 -0 309 95 021+1 
т ар е н ыы 


2+3 1 
ее "ку 


Давая здесь т различные значения, начиная от 1, и складывая позу: 
ченные таким образом равенства, найдем 


0 0 9. 


6 
2—6 бмв а уч 
= (14-0 )+% 1+ ЕРЗС )+ 
В ат. 
фен 1 1 3 
а ——{ 1-4 ——— 4 4... 14 
тёі+? ( 91-2 321+2 ) 
е -аы аа а і = 
ОН 09 23+ (2%) — 324+ (31) — За 
1 1 
р ра: 60 — 6. 
0 
п М А, ТЧК. 98 Е | 
2 У—1 2 у 
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поэтому 


иж... (01) 
В Е : 
при очевидном обозначении. Отсюда следует 
1155 аА 2) а 
Ь1—е = 
5. 9 


әш = 86 => 23е Аы. тн 
(27) 98 А д ЕС а 0"? +( 1). 91+, 2142 а? 


(==) 1 1 1 1+8 
еса] а ваа ай Ара 
т т ыы 22-4 


Отсюда видно, что 


А об, (1 4-а ча з) 


97 33 
1 1 1 
Р. А 5372 8, (16 .) 
1 1 1 1 
А, = 252856 == 5528 (1 аз... .) 
и вообще 
(—1)! 21) 1 5, 1 
ны — 9зі+1 148 21+ оды даные 7-1 921+2 ваа 1" ЕХ 


"Таким образом мы имеем 
Е 2+ Аа 4 Ауа? 4...4 Р" 


— 1)! 1 1 1 П 6 "2 4х 
р”, = 7 на" „д ФЕ Е 
2 т 7-- а: 2 (27)? ч 54- 


Откуда, принимая во внимание равенство (33), 


1+1 


тит го ну 


п21+1 
с 


(— 1)! \ 1 Се 
а гав 
0 
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Итак, мы выразим Ч (п) при помощи ряда, члены которого то положительны, 
то отрицательны и дополнительный член которого имеет знак, противный 
знаку предшествующего ему члена. Такие ряды называются предельными 
(іітіќаліуех). Эти ряды обладают тем замечательным свойством, что допол- 
нительный член их всегда менее по численному значению члена следующего 
за тем, на котором мы остановились. В самом деле, возьмем ряд 


Х=и — 9+0, — 0, ... 0, В, 
так что 


Х=ч— В 
Х = 6—9, + Б, 


1 


Х= 9—9, +09, — Е, 


Отсюда видно, что 


К, < ич 

Таким образом рассматриваемые ряды всегда дают возможность определить 
ошибку, происходящую при вычислении их сумм, и в этом заключается их 
преимущество перед другими рядами. Но’они обладают и важным ведо- 
статком: они не дают возможности определить, на, каком члене следует оста- 
новиться, чтобы получить наиболее точное значение суммы. Это следует 
из того, что в таких рядах каждый член может быть как более, так и менее 
предшествующего ему, так что, останавливаясь на каком-нибудь члене Ем), 
мы замечаем, что в одном случае прибавление нового члена є и,,, может 
уменьшить, а в другом увеличить степень приближения. Вообще, как видно 
из сказанного 0б этих рядах, для получения наиболее точного результата 
следует остановиться на таком члене м), чтобы следующий за ним член 
— 1+] имел наименьшую величину; полученная таким образом сумма будет 
отличаться от истинной на величину меньшую е1... 

Из Формулы (33) видно, что члены ряда, которым выражается Ч (п), 
сначала уменьшаются, но начиная с некоторого члена начинают возрастать, 


у м бд 


поэтому, чтобы в данном случае определить член, на котором следует оста- 
новиться, мы должны положить 
Ы; 
ч>и_ ИЛИ а 1 
и определить наименьшее значение {, удовлетворяющее этому неравенству. 
Мы покажем, каким образом при помощи этого неравенства мы можем 
приобрести некоторое понятие о низшем пределе /. 


Мы имеем 
Аз Г(21— 1) А, Г(— 3) 
Ат "ис ба 
так что 
9 — 4. Г01—-1) 4 (91—98) (91— 8)-1. 
ал р. Г(21— 3) 021. 4 п? 


причем мы берем только числовые значения 4, и 4, }. 
Итак, мы будем иметь условное неравенство 


о 2) (1—3) > т? 
или ес 
1.64, 


(а) (91— 9)(21— 3)-> т 


Из этого неравенства можем заключить о существовании неравенства 
(21— 2)(21— 3) >> 2° пи? 
откуда: 
(20° > (2иж} 
(0) 015 пп или Г әт 


Таким образом мы видим, что / должно быть не менее мт. Но из способа, 
которым мы получили этот низший предел, не видно, будет ли действительно 
и наименьшим при {>> пт и имеющим наименьшее значение, удовлетво- 
ряющее этому неравенству, потому что если мы перешли от неравенства (а) 
к неравенетву (5), то обратного перехода мы, очевидно, не имели права 
сделать. Отсюда видно, что мт дает только приблизительное понятие о том, 
как велико должно быть 4. 

Выше мы заметили, что коэффициенты 4,, 4,, 4,,. . . имеют очень 


близкую связь с числами Бернулли В,, В,, В.,... Зависимость между 
этими числами выражается уравнением 
ВРА реа. ОСА 
ре Е ИАА 
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так что 
В,. сЕ бар 286 В 
&4= =; 55: 55 ЛЕА, 
Числа Бернулли играют довольно важную роль в математике, так что 


существует очень много трактатов, специально посвященных исследованию 
ИХ СВОЙСТВ. 


$ 21. Перейдем теперь к определению постоянного С в выражении 
Е(п) = С-- пвп — п 2105 


Формула Лежандра [ур-ние (3)] 


(81) г()г („+ 5) — У гл) 


9 и 921—1 
по зогарифмировании дает 
1 
Іов Г (н) + оет (я-= 5) — 105 үт -+ 106 Г(20) — (2% — 1)1062 
но мы имеем р. 
106 Г(®- 1) = С-- тот — п 5 05т-+ У (т) 
поэтому будет 
Іор Г (п) = С-н (п — 1) 106 (п——п-1- 108 —1) Ч (п —1) 


105 г("---;)=0- (5) (5) ав (8) (#5) 


108 Г (2п) = С-+ (2 — 1) 105 (21 — 1) —2.-+1 == 5 108 (29 — 1) 6 У (п — 1) 
Вследствие этого мы получаем такое уравнение: 
„ 


20 (0—2) 108 (п —1)-+ п 106 (9—5) 2+5 0 0+ (» 2) = 


— 108 үл 4 с (2—5) ов (09—10) 1—2 0—1) — и 1) 1062 


откуда 
= 1 | 1 1 
0 == 106 (8—5) в (= —1)— (9—5) ор (н — 1) нов (п) 
— (2 — 1) ое 808 (5) 0н 0) 
Но мы имеем вообще: 
1 1 1 аф. 

ор (2—1) ова (1) = овар (1 =) іна ар 
В. Л. Чебышев. Теория вероятпостей 4 
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поэтому 


105 (0—5) = юв(2#—1—182 0" — ав — Ч 
Итак, | 


1 1 1 1 1 1 
С = 108 (8—5) Гов ч 2082 —  — ви - (5) Я 


1 я 1 3 ? 1 
— п оно — вя 9 — (28 — 1)1082 + у (п —– 1) — ШУ (п —–1) = (5) 


1 
2п— 5 п—-  2— № 


Е 1 5 
С = 105 Мт а ОВ о е Ре 


1 1 
+... + (208—1) — (8—1) (8—5): 


Полагая в этом уравнении или тождестве (так как оно должно иметь 
место для всех значений м) 2 = со и замечая, что Ч (оо) = 0, находим 


С = 105 ү 4 1082 — 105 Ут 
Итак, будет 


105 Г (и +1) = 106 Уря ню = ип (н) 


откуда - 
Г(и-+ 1) = Мт ено 
но 
А 1 
ен) — ств **° — Е 23 
2 1 12% 


поэтому мы получим окончательно: 
(34) а) а (а...) 
Если п есть целое число, то мы отсюда найдем 

1.00878; пе (1 5:9 


Эта Формула, дающая возможность вычислять приближенное значение 
произведения натуральных чисел, была дана Стирлингом. 
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$ 29. В заключение статьи об Эйлеровых интегралах выведем знаме- 
нитое уравнение Гаусса, связывающее гаммы. 
Мы всегда имеем право положить 


т 


Г()г (п г) (пя) Ея (и =") = Е(п, т)Г (п, т) 


постараемся теперь определить Функцию Ё(я, т) 
Мы имеем 


г(а). г“ „) (а >.) яя г(а-"2) 
Г (ат) гад. 
полагая здесь а -+- 1 вместо а и замечая, что вообще 


Ги 1) = ®Г (п) 


найдем 
аГ(а). (2-2) (4-5) . (==) г(а-+ 2) ... (г "= 
Г (ат т) = 
= Е(а 1, т) 
или 


а) р) 


асарт (аа) (а) 


= Е(а-4- 1, т) 
ИЛИ 
та. та 1 та--2 2) теза ЕЁ 
т т 7 
а а 220 т) =Р(а-- 1, т) 
‘откуда 
Ай С) МОР Ч а + 
(ат) "9 = тт 
‘следовательно 


Е (а 1,т) _ Е(а, т) 


т (ант з= тат" 
Поэтому, полагая вообще 


тт Е (Пет) = 0 (0) 
находим 


5 | 0 (а) = 0 (2 4 1) 
Отсюда нетрудно заключить, что 
0 (а) = 6 (со) 


4* 
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2 — 52 — 


Итак, мы имеем 


гедг(а-= 1) -г(а-= 2)... (атт 
пяти) Е) бв [0 (21. 
г ааа] | 
г@г 24-— Г 2+ = у ЗВ аљ" 
9 (2) = Г (т) - т"? 


Отсюда находим 
100 (2) = ов (а) = вт (2-2) а... 4106г (в) 
+ та 106 т — 105 Г (та) 
но мы имели 
10° Г (п 4 1) = 105 Мт -+- СЕЗСЕ 10 ! 
поэтому будет 
106 0 (0) = 106 Ут -- (2—5) 1900—10) е1 002—0) 
етот (а ут) и) а (е) 
челов ув (и) в (#1) а (0 т.) + 


ТБ УСО эс иу СГ ССИ ЕТО арт СЕ Суту 38 7 Та ну. 


-+ 108 (аа ов О 0) а (2—1 т м 
— 106 Ут (ња 5.) ов (из — 1) + та — 1-- тив — Ч (из —1) 
Но замечая, что вообще > 
108 (#— 7) == 10 =(1—^) = ВЕ ША рЫ Ел = 
6 ч 6 7 5 8 ( Еж 5х = 
находим 


зовет — ув Ут (2—5) ове е 


$. эх 10 ое ле ке Шр. То? ло. сез ОЬ аА ое пе ыы 


толор (а 1) 1285.069) 


— (= — 5) [роте — =. К. Е Ч (та — 1), 


МАЛА. гСіП.ОГО.р! 


А, —53 — 
. 
= - 

Откуда 

108 0 (<) = (т — 1) 105 У2т 1 та 10р 2 + та 108 т — та 100 тент — 1-1 
№ 12-3... жт— 1 1 1=2--3.:, т—1 

о мт 

2 т Р ек, т 


аара... = (2—1) ~ 4 (#1)... 


т — а! 
т 


(2—1 2) Ч (та — 1) 
Откуда 

Іов 0 (2) = (т — 1) 108 Ут 2.105 т--.., 
Мы здесь удержали только два члена, потому что все остальные при 2 = 
обращаются в нуль. Поэтому 


а [1060 (4), =(т— 1) 106 У2т + 105 Ут 
значит 
Си 09 
іт [0 (2) | = т? (2т) * 
следовательно 
т—1 
Е (а, т) =. атча р] әт 5 
и 
А 1 т — 1 к 
Т (а)І (==) р С "21 а ат 1. | (20) 


Г (та) 


Итак, мы имеем 


(35) го) г (Аи) (ая) г") = 


5 = 
= 2 .(2т) * .Г(тл) 
Это уравнение, имеющее место при всяком 7. и при всяком целом и поло- 
жительном 1%, представляет обобщение уравнения (31). 


Полагая здесь А = 1 и предполагая * целым положительным числом, 
получим 


Е (13) 


н—1 


= +3 (2т) * .Г(л) 


млмм/.гсп.ога.р|  - - 


и би 


Отсюда следует 


азе г) (2). (2). т) 


1 
-—+-— = 


=" “2 


что, вследствие равенства (28), дает 


пн терь 


$ 23. Мы определили Г (№) как значение определенного интеграла 


со 
| те ах 


0 


вследствие чего мы по необходимости могли рассматривать Функцию гамма 
только для тех значений №, при которых этот интеграл имеет смысл, т. е. 
представляет предел некоторой суммы; эти значения А заключаются, как мы 
видели, между 0 и оо. Но существует другое более общее определение 
гаммы, причем значение этой Функции распространяется и на случаи, когда, 
переменная имеет и отрицательные значения. 

Последнее обстоятельство именно и послужило поводом к этому новому 
определению, так как прежнее определение не распространялось на все 
значения переменной. 

Чтобы перейти к этому новому определению от данного нами выше, 
заметим, что 
—н= 00 


при всяком целом и положительном л, но это равенство можно представить 


в таком виде: 
_ Го): их 
г0) = | Г(п- л) 


-—п==00о 


пли 
ок 1.2.3... (п — 1): Г). 
р ааа Вуч 
или 
га 1.2.3:... п 1) 
(87) 0) оно "Е 


Это последнее равенство и принимается за определение гаммы, причем его 
распространяют также на случай дробных и отрицательных значений А. 
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0ч Дир 


$ 24. Мы переходим теперь к интегралам, имеющим очень близкую 
связь с Эйлеровыми и которые обыкновенно выводят из последних, давая 2 
мнимые значения. Но мы для того, чтобы следовать вполне строгому пути, 
выведем эти интегралы независимо от неро, причем мы будем рас- 
сматривать интеграл 


о о 
| |= соз (22). 2. а. аа 
оо 


Интегрируя сначала, по 2, а потом по 2, находим, полагая 212 == у: 


с о о 
љ ы—1 * 
Г (аа. ас = | с08 у (2) . 2. моих. ) у“ со8 у - ду 
о 0 0 


так что 
со о со о 
| { е *с03 (22)! д2 йг == ба сов уу { 2 Ве * 2 
оо 0 © 


о 
га —в | 02 соѕ уау 
0 


причем р. предполагается положительным и меньшим 1. 
Интегрируя теперь в другом порядке, получаем 


о 


[ е * сов (22) 2 = 


0 


по Формуле (0) $ 2. Отсюда, по Формуле (22), имеем 


со с со 
— Р, я ви т 
е? соѕх2. 2). ах. аг = 1 р а атов аана 
; я 2608 (. — 1) 
0 0 0 


поэтому будет 


ааа 
1-22 


© 


Е 
Р ЭГ(1 — р) соз (ь —1) 5 
Предполагая здесь р. положительным и пользуясь Формулой (30), находим 
о 
‚ рт ит 
>. г е 2Г (р) · вір = • со8 
|» Е а Я Г (1) совр 


? п 7 
- 2608 (и — 1) = 2 608 (и— 1) = 
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в: = 


Интегрируя это равенство по частям, получим аналогичную Формулу, 
содержащую синус: 
со $ о 


{ у? вов у - Чу = [0° віш 010 — (и— 1) |а эту: Чу = 
| $ 


> Е ЕТИ 
о 


откуда 


г ам го. т 

и ДЈ 
Е віп убу = ана 
0, 


Полагая здесь р — 2 =) — 1, находим 


со 


{ 7 „вів у + бу = 


0 


вии Г) віп 


тож 1) 


Мы заменили здесь У 


через Г (А); во в данном случае, так как р. 


заключается между пределами 0 и 1, то А заключается между пределами · 


— 1 и 0, между тем как Формула 
Г (0+ 1) = Г (и) 


была доказана только для положительных значений я, что следует из опре- 
деления гаммы, которое лежало в основании этого доказательства. _ 
Чтобы устранить это затруднение, мы можем доказать эту Формулу 
и для отрицательных значений 2, причем нам придется уже воспользоваться 
определением гаммы, заключающимся в равенстве (37). 
Замечая, что , 


мы можем положить 


71.9.3... (м — 1). п 1.2.8... (пд) дна 
(04-1) .:. (Аат ПО 10041)... (ат 1) (л) |, 


и вследствие этого А 


^ с. 1.2.3... (п — 1) 
ГО | хач) ата) 


отсюда следует 
АГ) г +-1) 
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Итак, мы’ имеем право написать 


је 15ір у4у = =Гг() эшл — 


Мы получили эту Формулу для отрицательных значений А, но. она будет 
справедлива и для положительных, так как ее можно вывести таким же 
‘путем, как и Формулу, содержашую косинус. 

Таким образом мы имеем Формулы: 


Г о >. 
0<6<1 Га соваак Т (р) соз 5 
(38) Е: 


—1<60<1 [2 аас = (0) арт 


0 - 


Этим и закончим статью 0б Эйлеровых интегралах. 


Интегралы четвертой грушы 
$ 25. Теперь мы переходим к иптегралам, характеристическою особен- 
ностью которых служит то, что пределы их а: величины, имею- 
щие особые значения для углов, напр. 0, 2, т, Эт ит. д. 
Мы начнем с рассмотрения К 


+ 
| втФУ—1 $ е—"У—1 19 


= 


ГА 


и докажем, что значение его равно 0 или 2т, смотря по тому, будут ли т 
и т различны или равны между собой. Предполагая неравенство ә и » 
и интегрируя, находим 


к 


/ (т — т) ү—1 бъ. (т — п) а 


— 
2 У—1 віп (т— п) т _ р віп (т— п) л 
(т — п) у—1 т— т 


Отсюда видно, что если т и и суть числа целые и притом различные, 
то рассматриваемый интеграл равен 0. Кели 2 = э, то эта Формула прини- 


0 
мает неопределенный вид о. Определив по правилам диФФеренциального 
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а а 


исчисления его истинную величину, получим 2т. Этот же результат можно 
получить и непосредственно, именно, в этом случае рассматриваемый инте- 
грал будет 


(39) 


Интегралами этого вида занимались и в настоящее время занимаются очень 
многие. 

Их значение в анализе основывается на том, что при помощи свойства, 
их, заключающегося в равенствах подобных (39), можно всякую функцию 
разложить по степеням одного из множителей, находящихся под знаком 
интеграла. 


Так, напр., пользуясь равенством (39), мы можем разложить Е ( т) 


по степеням ё е Заметим, что то же мы можем достигнуть и при помощи 
диФФеренциального исчисления, и повидимому, казалось бы, что последний 
способ предпочтительнее, так. как при диФФеренцировании мы не можем 
встретить затруднений, но на самом деле это не так, потому что дихферен- 
цирование не представляет затруднений только в том случае, когда мы 
отыскиваем производные известных порядков, выражающихея числами, 
и представляет такие же затруднения, как и интегрирование, коль скоро 
мы желаем определить выражение я-ой производной. 

Кроме того, нам очень часто весьма важно узнать, на каком члене 
разложения следует остановиться, что сводится к вопросу о том, как изме- 
няется общий член разложения при увеличении его значка, а в изысканиях 
этого рода члены, выражающиеся интегралами, даже и тогда, когда послед- 
ние не могут быть найдены, представляют неоспоримое преимущество перед • 
выражениями, зависящими от производных известного порядка. 

В этом и заключается то важное значение интегралов рассматривае- 
мого вида, которое они имеют в анализе. 

Очевидно, что пользуясь свойствами этих интегралов, мы можем решать 
и обратные вопросы: по данному разложению определить значение инте- 
грала, которым дан общий член этого разложения. 
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В самом деле, положим 


т Е у 
р(е** ") = еде ЕРА 


Отсюда, умножая обе части равенства на е"! и интегрируя в пределах 
от — т до + т, пользуясь равенством (39), находим 


Баз аа 
[= Е ито аф = А, - 21 
0 т Я 


У 22-3 ае (т) : е". аб 


'Гаким образом мы получаем Формулу, дающую возможность как находить. 
общий член разложения, так и интеграл по данному разложению. Мы можем. 
коэффициент общего члена разложения представить еще таким образом: 


Е" (0) 


А= 1.5.3. 


Положим теперь 
Е (а) = Ға) 


так что будем иметь 
Е (6) == Гб ея) 


Мы имеем: 
р) = — 9102 — пол). > 
Ро А 6 о... 
"= "о 
а потому 
ае 


Таким образом мы получим Формулу 


(40) Јо) 3 ур . 49 =" Р (0). 7" 
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— 60 — 


Мы можем эту Формулу несколько обобщить, полагая 


Ге) = 000+) 
вследствие чего 
Ре (2) = 09 (а 4 2) 
Таким образом найдем 
ж-т 


(42) ПОСЕ оК др = т 22—090) 2" 


—х 


$ 26. Положим теперь, 4то 
#04) = 108 (1 — А) 


так что 
Па 
У (О) ин оне н 
ши 
П) (оозе а У 199) — (0829-1929)... 


"Отсюда видно, что мы должны здесь считать / < 1, потому что только при 
этом условии этот ряд будет всегда сходящимся; так как ряд коэффициентов 
его 

р. 22 23 м 


— —, — — ——: ——; 


1 2. З 4 


"только при значении Л, абсолютно меньшем 1, будет всегда сходящимся, 
потому что при этом ряд 
Ан 3 - 3-4... 


представляет бесконечно убывающую геометрическую прогрессию. 
Итак, предполагая А < 1 и пользуясь Формулой (40), находим 


Ў (1 2) аф = 0 


`Преобразуя теперь этот интеграл, мы имеем ғ 


Гы ( р. 2) 


во (ов (1-м) 494 


а Га (1 м") а 
0 


МиГ. ОГО. | 


Зат руя 


` 


полагая Ф = —{, найдем 


Г" ( у, в аф = ев ( 1— =. а= 


= Гы (1 ле") аф 
05-06 


поэтому 


я = е а у. 
нб. тов (1 Ае )4 =} пов (1 Хе )а 


= 10р (1 — ле" Е) ( 1 ле") ар. 
0 


а потому получаем 
Јо [1—2 ( Е в") “= 
0 
= Пока — 2% оз 420 Ф <1) 
0 


Если положить 
1 
Е: 
где В >> 1, то найдем 


Гов — 2 В сво + Е) ар = 108 8°. [49 = тк 
0 0 


ә 


Здесь мы не замепяем 106 Е? через 2 102 Л, потому что В может быть- 

отрицательным, вследствие чего вторая Формула дала бы неопределенный» 

результат, между тем как он должен быть совершенно определенным. 
Итак, мы приходим к такому интегралу | 


(42) Гов (62 — 2р соѕф -н 1) аф = 
еу: Е 1106 01 7. ро 


который обыкновенно приписывают Пуассону. 


М.Г. ОГО. | е 


о 


$ 27. Из интеграла (42) мы можем вывести несколько замечательных 
зинтегралов. ) 
Полагая р = 1, найдем 


[ове —2 соз Ф) @ф = 0. 
0 


Мы имеем право допустить это равенство как предельное, потому что 
каждая из Формул (42) приводит при р = 1 к нему. 


Итак, ‹ 
4 105 (2 кп 2.) ар 0 
0 
| 106 (2 зп 5) аф = 0 
Откуда р 


зов вй 5-а = — [1082 ‚ аф = — п 10 2 
0 0 


полагая здесь Ф == 24, получим 


(43) | Гов ѕіп фар = — 2:108 2 
0 
Если положить віп {у = 2, откуда 
ах 
ра 
} Ү1 — 2? 


"то эта Формула дает следующую: 


1 
106212 _ т1082 
; ү1—22 2 


(44) 


Интегрируя выражение (43) по частям, получим 


Говвіп фаф —= [4106 т И — [сова = — 8. 


так как 


іт Р 108 зіп ф), = 0 


поэтому 


е 
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$ 28, Мы покажем теперь приложение Формулы (41) к нахождению 
высших пределов производных, но предварительно скажем, в каких случаях 
эта Формула может быть употребляема без всяких опасений попасть в про- 
тиворечие. 


Вывод Формулы (41) основывался на возможности разложения Фун- 


кции Ё б 1) по степеням е? ее но, как известно, не всякая Функция мо- 
жег быть разложена в ряд по степеням независимой переменной, другими 
словами, не всегда полученный ряд будет сходящимся. 

Отсюда видно, что условием справедливости Формулы (41) мы должны 
поставить сходимость ряда 


У—1 2—1 
А+ 4,67 А,е* 


` У—1 
которым, по нашему предположению, выражается Функция Е(: ). 


А ФУ 
Так как мы заменяем эту Функцию равною ей ѓ (Ле ‚ которая раз- 
лагается в ряд вида 


ү=1 2—1 39У—1 
А, Але" + А, 08е * + А,8е —... 


то для возможности существования Формулы (41) необходима сходимость 
этого последнего ряда. Но этот ряд может быть представлен под видом 
суммы двух рядов, из которых один расположен по косинусам, а другой — 
по синусам кратных дуг, а отсюда следует, что он будет всегда сходящийся, 
если только ряд численных значений коэффициентов 4, 4, А, 4,23, А. ^3,... 
и т. д. его членов есть ряд сходящийся. 

О сходимости же этого ряда мы можем судить только при условии 
А < 1, потому что при этом ряд будет, как нетрудно видеть, всегда сходя- 
щимся, если только 4, с увеличением /: уменьшается или остается, по край- 
ней мере, всегда конечным. 

Таким образом мы видим, что Формула (41) может быть принята 
только для таких Функций, коэъФициенты разложения которых по степеням 
переменной остаются всегда конечными для значений А < 1. 


| После этих замечаний приступим к решению занимающего нас теперь 
вопроса. | 
Мы имеем вообще: ? 


мод (№, + №...) < мод К, + мод Ё, = мод Ё, 4... 
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Е ел2 
Отсюда, рассматривая интеграл как предел суммы, находим 
мод Гео аи < [ мод Ф (и) йм 


Но из Формулы (41) и из только что найденной мы имеем 


мо. < [кем Д 2) . е". ар 


так как 
+т - 
2=[0% (а) се ФУ—1 —нфү=1 
мод Кр еще св == МОД И (е 4ле ) .е . 4$ 
Но | 
| т ў ут Е хуг 
мод (а = Ле" ) е1 = мод Р(а л ) моде" * — 
== мод (а 4- Хе? ме) 
ибо 
моде "911—1, 
Положим, что мы каким-либо способом нашли высший предел В модуля 
#51 
мод (а = ) 
так что 
у 
мод (а ле" ) <А 


то мы получим 


229 (а) " 
тв. 1; ЕА 
т. е 
21% (а) ® 
мод ЕГ Тр ЗЕ: < 2-8 
откуда. 


мод (а) ^" <1:.2.3...п.В 


Предполагая теперь Функцию /“ (а) и ^" вещественными и условливаясь. 
под этими выражениями разуметь только численные значения величин, ко» 
торым они принадяежат, мы получаем такую Формулу: 


3 


(46) а 22352: в 
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М.Р РВИ 
где А определяется условием 


Ба 


мод (але? 


Дзя примера на употребление Формулы (46) положим 


ФҮ1\ — 1 
(в) == 
&—е 
где будем предполагать мод >> 1. 
Вследствие этого ряд 


ут усї эт у 
Е(е` =" ве" де" Р аР. 


будет сходящимся. Полагая а = 0, найдем 


а У 


(але а Е 


Ф 
—2е 


где, по замеченному выше, мы должны предположить А << 1. 
Чтобы найти В, заметим, что вообще 


мод (А-- В ү 1) = ү(4-- 5 ү—1)(4—вУ—1) 


а потому 


ФУ—1 г 
к — ле к—л\е А 
1 


аа 
аю (е" "+6 ты» 
ИЛИ 


3 

СЫ ааа ЕС 

А тї | № — 262 сов 4-22 
Е —№е 


Отеюда видно, что наибольшее значение этого модуля будет иметь 
место при ф = 0, так что надо положить 


6 1 
= ка 


а так как >> А, то будет 


Б, Л. Чебышев, Теорил вероятностей 5 
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о 525 


Таким образвм мы получаем 


ЕЕ < 1 1.2.3... 
аг" 6— л Уак 
2—0 


Итак, мы нашли высший предел ®-ой производной от Функции = 


при 2==0. Заметим, что нам выгодно иметь по возможности наименьшую 
величину высшего предела, как определяющую наиболее точным образом 
предел, которого не может превзойти исследуемая величина, а так как полу- 
ченное нами неравенство имеет место для всяких значений Л, то нам следует 
найти такую величину последнего, которая делала бы полученный высший 
предел наименьшим, что сводится к определению шахипии”а Функции 


(6 — = 
Для определения этого значения имеем уравнение 


п — (п а 1)" = 0 


или 
п — (п 4 1)А = 0 
откуда 
а пі 
т 1 


Если определенная таким образом величина / будет меньше 1, то мы можем 
ею воспользоваться, и тогда найдем 


Ат ГЫ реп (п == 1) ь ре и п" рты 


1 
так что если й < 1+ > › Т0 МЫ будем иметь 


у | 


#—& аха 246 
аа" пък 


2=0 
у 


Формулы Фурье 


$ 29. Теперь мы переходим к кратным интегралам и выведем Формулу 
Фурье, которой придавали прежде очень важное значение, но которая в по- 
следнее время все более и более его утрачивает, Это зависит от того, что 
при выводе этой Формулы мы не можем дать условий, определяющих для 
каких Функций она остается справедливою. 


Ми. ГСП. ОГО. | 


Возьмем интеграл 
Р.= | | Р) овие — а] бе ау 


Интегрируя по у, находим 


У» [и (2 — о)] ау зд Ем 


Отсюда видно, что величина этого интеграла неопределенная, а потому 
мы возьмем сначала вместо пределов — оо и -+ оо пределы — А и +- А, 
чтобы уже в окончательном результате положить А == со. Вследствие этого 
будем иметь 
+А а 
| соз [у (2 — а) | ду = ее а а) 


—4 
в. [ т. 249 са 


Полагая теперь 


А(2— а) = 2 

откуда 
= 9 

найдем 

сте . 

2%. 2а\ віп2 
= [ 1(« 5) 22а 
—© 


Полагая здесь А = оо, получим 


р.а пзе. дг = (0): ога 


и, на основании Формулы (3), получаем 


Р со == 2т. Г (а) 
Таким образом мы получаем знаменитую Формулу Фурье 
00 + 
(47) еа) согус — 91: асау = 2) 
—®—® 


Б» 
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с Ө 


Нестрогость этого вывода заключается в том, что если из Формулы ` 
А(2— а) = 2 
ИЛИ 
а 
Э А 


мы получим для 2 пределы — оо и + оо, звая, что эти величины служат 
пределами 2, то обратное заключение мы, очевидно, не всегда имеем право 
сделать, потому что мы полагаем в результате А = оо, так что от пре- 
делов — оо и + оо для 2 нельзя перейти к пределам — оо и -+- оо для 2, 
значит обратным путем при выводе этой Формулы мы не могли бы итти, 
т. е. от выражения 27 (х) перейти к интегралу. 

Отсюда видно, что Формула (47) будет справедлива вообще не для 
всякой Функции. Я 

Положим для примера 


Г) =е” 
Пользуясь Формулой (47), мы нашли бы 
со + 


жу = =) | 67% соз [у (2 — а)] аз йу 


Чтобы проверить этот результат, произведем интегрирование. Мы имеем 


+0 < 
Г в * сов [у (1 — а)] 4 = ф соз 0:7 соз (95) 2: = 
Е 23 +оо 
ЕЕ { ѕіп уа · іп ухах 
—© 


Здесь второй интеграл равен нулю, так как подъинтегральная Функция 
в нем нечетная, а первый интеграл, как интеграл от четной Функции, равен 
удвоенному интегралу, взятому в пределах от 0 до оо. Итак, 


+0 о 9 р ГА 
[ в * сов [у (2 — а)] 45 = 2 созуа + | 67% соз (ул) 4 = Уте * соз (ус) 
—© 0 


на основании Формулы (10). Затем, на основании той же Формулы, имеем 


чоо со +оо 


[ Ге ов [9 (+ — о)] сфу Уз е ов оу у = Эте-® 
—© —оо —со 
Таким образом мы этим путем пришли к такому же результату, как 
и по Формуле Фурье. 
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= 
8 80. Дадим теперь Формуле (47) несколько иной вид. Мы имеем 


сов ф == е*/— 1 — У—1 зто 


а потому 
Г рад) сов 904 ду 
Бы [ [ Р(0) е9 7 даду — М1 | ў Ға) зіп 06—804 ду 


Но второй интеграл здесь содержит Функцию, нечетную относительно у, так 
что значение его равно 0; а потому 


м. 


М подс [9 (2 —“)] РЕ) ар 2 ду 
Вследствие этого мы получим 
к= [| о. е9 агау 
или р 
а Г (а) = [ 9(у)е-“'— . ау 
где 0 


= | Гаде" „аа 


Уравнение (48) решает частный случай такого вопроса: найти такую 
Функцию, которая удовлетворяла бы уравнению 


[ее ау = 0) 


Вопросами этого рода занимался между прочим Абель. Вообще надо 
заметить, что решение вопросов этого рода приводит к весьма замечатель- 
ным результатам. До сих пор этот вопрос был решен вполне только для 
частного случая, когда 


А=— со; В=оо; Е(ау) =е 1 
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Ч мар 


$ 81. Теперь мы дадим уравнению (48) несколько иной вид, кото- 


рым будем пользоваться при последующем изложении. Полагая 
а—&/—1 и (ну = Е(и) 
(и) = Е(—иУ—1) 
1) = | 009 ау = Ро) 
е0) = [Е (гу ета 


откуда 


найдем: 


Итак, мы будем теперь пользоваться следующими уравнениями: 


Е = | 00е 
(49) Е. 


Ф = [Е (2101) е. ау 


При помощи этих уравнений, мы можем вывести Формулу (15). В са- 


мом деле, на основании (12), мы имеем 


со 
ох — ® рт 


а? а-а? 9а 
Или 
о 
в"=У—1-4- етеу -1 д _ рт 
2 а 3-22 2а 


Полагая здесь 
Ф == 8, ту 
умножая обе части на ф (у) ау и интегрируя по у от — со до + оо, по- 
лучим 


23528, „Ф(0) ауаг __ = Г рат 
К се кт ртр =) УФ (0) ду 
МГ Језа ] ой +] аи 
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о 


что, на основании (49), дает 


У в р) 
- 


Теперь уже мы .можем приступить к выводу знаменитой Формулы 
Дирихле, относящейся к кратным интегралам. 
Для этого заметим, что вообще 


со о 


ма к $ үе! е аі (9) 
а а Т РН 5% КЕЧИ 
Е е @0 и = ра 


0 


11 -Г. а е7% уве =. 19. . а буйг = 
= [2- е “аз. ее. ее 
0 


го). гы го го) ги) -г)-... 


а^ а У" аћЫ+У... 


а потому 


Далее мы имеем 
со 
зена л 7“ Р 8 и го -н лае Е . ну, 
орну, ,. 
0 


вследствие этого будет 


Е ЕЕ ДУ) 
{у бт 19 рз у. 21... е НН... 4х бу йг = 


10): Г (ы) · Г(у).. 5)" вру. 716—9 ; 3 | 


НЕ 


Умножая обе части этого равенства на ф (а) 4х и интегрируя по а 
в пределах от — оо до -+ оо, получим 


1 0м те а М |] [+ (а) ++...) аа буйг... = 


гл) -г(»). Ре ну». — 
Е " па. еде ак 


Мл. ГСП. ОГО. р] 


сетак 


Откуда, на основании (49), получаем 
ПЕТРГЕ ЧЫ. 
Г л: Еи ... В [-—(@-ну-на.. Таар А 


— ГО). Гы) :Г().. аша (Ш 
и ә ч А та 


Полагая здесь Е(— #) = Р(2), мы и получим Формулу Дирихле 


В сы 21.2... Ге-ну-а-+...) дада... = 


_ ГО)Г (и) Г (У) б > 
= те. | в) да 


Г-Н ру 


(50 


$ 32. Формулу (50) можно несколько обобщить, вводя новые пара- 
метры, при частных значениях которых получалась бы Формула (50). Поло- 
Жим: 
х—аи; у= у 2 = 00; 


причем а, Б, е,... будем предполагать положительными, вследствие чего 
пределы интегрирования останутся те же. Замечая, что вследствие этой под- 
становки в первой части равенства войдет постоянный множитель а 0..., 


разделяя на него обе части равенства, получим | 


ПИ] м Је ... аи 0 а сю...) аи аш... = 
те 50 
— М ГГ ( УГ (5) а, дну. 1 
ей ВОТ 
полагая теперь 
получим 
ГГ АГ ы а ас (аа а у а с? +...) та" аз х 
г х у" ‘ау: ргР*.аг. 
= тпр... ПИ Е ае аии ..: Кан +...) х 
е А) 


а ООО оа 
а и тту Енио 12 ото я 
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А. РАА 


Полагая наконец 


т) = а; тр. == 8; ру = ү; 


и разделяя обе части равенства на ттр. . ., получим 


РЕЧ ="... 
Г че [арат ... ах” а-у" а сг? 4. 
ея 


..)атауаг = 
(51) 


В т 
ЕТ 
т> Яо. 
т.п.р... а" Вес? ... = ит. 9 


Здесь, конечно, параметры 9, я, р,... предполагаются положитель- 


ными, потому что в противном случае пределами нового интеграла не 
были бы 0 и оо. 


Из Формулы (51) можем, как частный случай, получить вориузу (50), 
положив в первой: 


$ 88. Положим, что (1) есть Функция, удовлетворяющая условиям 


ГО = 1 при #<І, 
Ё) = 0 1Р9 Й 


в таком случае предполагая, что дано условие 
аз" а-у" а ср 4... <, 


и пользуясь Формулой (51), мы нахождение интеграла 


Ју Ји... авй 


сведем на вычисление интеграла 


==). 


млм/.гсп. ого. р! 


е РТ 


так как в этом случае 


ева е Е СЕ ра 
рет пов |" аза Га" 0. 48 
0 


но 
а в 
ЕТМЕ РСА 
Е м В 6, 
0 тата арт "үлі 
Замечая, вообще, что | 
0700) = г(9 + 1) 
найдем 
И Т Јар ас ауаг = 
- а 8 т 
(52) а в ү БИ 
76 г (=) (2) .г(2)...2 
т] 3: ЕТ теда тя 
тпр... а” "с? (1) 


Таким образом Формула (52) решает вопрос о нахожденяи интеграла. 


Г 2: Гати ...24у8... 


распространенного на все положительные значения переменных 2у2..., 
связанных условием 1 


аз" ны... А1 


где Г, есть данная положительная величина. 

$ 84. При помощи Формулы (52) легко решаются вопросы о нахожде- 
нии площадей и объемов, а также вопросы, касающиеся притяжения тел 
известной Формы. 

Для примера вычислим площадь эллипса, так что условие, связываю- 
щее переменные = и у, будут вида 


а? + р < 1 


и Аи В — полуоси эллипса. В данном случае 


1 1 
где а= =: и 6 — ў 


т—=Я=2, «а=В=1 
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вследствие чего Формула (52) дает 


где интеграл распространен на все положительные значения переменных 2 
и у, подчиненных условию 


а? + <Г 


В нашем случае Г, = 1; но мы имеем 


г(;)=\ п Г(2)=1 


Е 2 
поэтому 


ЧЕТА. В 
[Је у 4/6 4 


Таким образом получаем величину четверти площади эллипса, как- 

и следовало ожидать, потому что только для четверти площади эллипса, 
определяемого уравнением 

2? у 


переменные 5 и у имеют положительные значения. 
„Рассмотрим еще тройной интеграл, который прп 


& == 19 б=1, ү==1 
и условии вида Г 
ад" а 0" а с? < Г 


будет выражать некоторый объем. Положим еще 
т == п == р == 2 


‚ вследствие чего Формула (52) дает 


у) РОВА 
в-а? сё (5) 


Но мы имеем 
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га потому 


Предполагая теперь, что уравнение 


аа? = у? 4 сг? = Г, 


принадлежит трехосному эллипсоиду, отнесенному к центру и осям, и следо- 
звательно, 


1 1 1 


1 
где 4, В, С суть полуоси эллипсоида, получим для выражения 8 его объема: 


в =— 


| еду = тАВО 


$ 85. Мы вывели Формулу Фурье в следующем виде: 

+09 со 
Г) = 5 | |) сов [оа ад] ав ау 
—© —0 

Теперь мы дадим этой Формуле более общий вид, принимая за пределы 
‘интегрирования по д некоторые количества 7 и М, причем будем предпо- | 
лагать Г, < М. 

Чтобы перейти к этому случаю, мы могли бы поступить следующим 
образом: так как (2) есть совершенно произвольная Функция (впрочем, 
с ограничениями, указанными при выводе этой Формулы), которая может 
‘быть даже разрывною, то мы можем предположить, что 


Га) = 0 для —оо <2< 21 


Га) = (0) » І<2<М 
(2) = 0 » М<2 < +оо 
Вследствие этого мы будем иметь 
(0) == Ц [ [о «вов [0(2—о)] аз а | [* (2) соз [у(х—)] ат у 
| Генуе 
ИЛИ =”. те Р 
К) = 5 | Је) оов Го с — а] ау 
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р, 


Здесь для а, заключающегося между — оо и Г, или между пределами 
М и +- оо, Функция (о) = 0, следовательно и интеграл равен нулю,. 
если же заключается между пределами Г, и М, то интеграл равен 27 (а). 

Мы выведем теперь эту Формулу, руководствуясь соображениями, по- 
добными тем, которыми мы пользовались при выводе Формулы (47). 

Для этого рассмотрим интеграл 


у=+А х=М 


Г [го соз [у (2 — *)] ах ау 


у=—А =х=1 


Интегрируя по у, получим 


іп А 12— а) 


ў Г сов Гуе — в] = 2700) 


Полагая теперь 
А(0— а) = 2 
и интегрируя по 2, причем пределами для 2 будут 
А(1—е) и А(М— о) 
мы получим 


+А М А(М-—а) Я 
#\ віпғ 
] баре] доа 2 [ (2+5) —=-:@й 
А(1—а) 
следовательно 


А(2-—а) 


{ Гене ла] { ЕС 
—© 1 яя Жр 


Чтобы определить значение последнего ивТеграла, надо рассмотреть 
два случая, каждый из которых разберем отдельно. 

Если а заключается между пределами Г, и М, то при увеличении 4 
до = оо низший предел интегрирования будет стремиться к — со и верх-- 
ний к ~ оо, так что в этом случае мы будем иметь 


+00 8 


К: Г Га) сов [у (& — д] асу = 2=-[() 
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Если же ах не заключается между пределами Г, и М, то оба предела 
интегрирования будут приближаться к —н оо (когда 1 >> а) или к —оо 
(когда М < о), и в таком случае мы будем иметь 


Г еони 9 ааз ое) | "9а о 
или в ес 


0и Г Ге) соз [у (2—8) Чеау = 2 (а) Е 8ш 2—0 


Итак, мы приходим к результату, который можно выразить следующим 
образом: 
0, ели < 2 


63) ГГ Год ез[иа— 8) ойу |10) > ам 
24 Е 0 » М<а 


т. е. к результату, тожественному полученному выше другим путем. 
$ 86. В предыдущем параграхе, рассматривая случай, когда о не за- 
ключается между пределами Г, и М, мы пришли к интегралам 


Е зіп је 5іП 2 


`и, вследствие равенства верхнего и нижнего пределов интегрирования в том 
и другом случае, заключили о равенстве этих интегралов нулю, но мы, оче- 
видно, не всегда имеем право делать подобное заключение, потому что 
интеграл, взятый между бесконечными пределами одного знака, есть вообще 
величина неопределенная, потому что он представляет площадь, заключен- 
ную между двумя ординатами, бесконечно удаленными от начала координат, 
которая, очевидно, не только не равна всегда 0, но может быть даже бес- 
конечно большой. 

Поэтому мы считаем теперь не лишним сказать несколько слов о том, 
когда рассматриваемые интегралы действительно имеют неопределенные 
значения и когда их должно считать равными нулю. 

Для этого рассмотрим вообще интеграл 


[г (2) ат 


в котором будем предполагать 5 и Т стремящимися к бесконечности. 
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КО Зы 


Нетрудно видеть, что если интеграл 
о 
Гееаг 
0 


имеет конечное и определенное значение, то рассматриваемый интеграл 
всегда будет равен 0 при увеличении 5 и 7 до бесконечности. В самом деле, 
‚обозначая сказанное значение через С, мы имеем: 


ію Т; Ге = 


Т= ео 


5 
іт | Р(х) ах —С 
0 8==0о 
а потому 


[ Га) ас = іт | (аз = 


= ло [пов =@С—С=0 


Т=со; 8-00 


Если же интеграл 
со 
[Гоа 
0 
имеет бесконечно большое или неопределенное значение, то и интеграл 
со 
[Года 
о 
будет иметь неопределенное значение, так как оно выразится или разностью 


двух бесконечностей, или разностью двух неопределенных выражений. 
Итак, мы видим, что необходимым условием, чтобы интеграл 


о 
| Г) ах 
со 
фавнялся нулю, служит определенность и конечность значения интеграла 


Го аз 
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ЕУ, чес 


а так как в случае предыдущего пераграфа этот интеграл имеет конечное _ 
и определенное значение, ибо 


> 


+00 
Га /63 АЕ 41) = — [20=—5 
0 


то мы имеем право полагать 


—© 
ак = 0 


_—© 


Этим мы и оканчиваем наш курс. 


Прибавление 
В $ 23 дано определение Функции гамма 
г0)=) 1.2.3... @— 1 | 
ОН)... (п 1), =ю 
справедливость которого очевидна лишь при \ целом и положительном. 


Докажем теперь его справедливость для всякого положительного А. 
Рассмотрим Функцию 


у _ 1.2.3... ®— 1)т° 
(1) РЕ 1... (ан — 1) 
`` 
где 2 — какое угодно, а п — целое и положительное число, и докажем, что» 
Е (2, п) имеет предел для всякого нецелою 2 при ® = оо 


Очевидно, 
Е(0, п) = оо; ШаЕ(е, п), == со; Ша Е(—е, м), =— оо 


Е(— ®, п) = + оо для всякого целого и положительного 2, не боль- 
шего (я— 1). Для доказательства нашего положения воспользуемся Формулой 


(2) ааны аео а у 


а (09-1) (х-- 2)... («п—1  \ч-+т 


где 
В> 0, «> 0, а> В, 1>0>0 
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Эта Формула может быть выведена так: имеем вообще 


ф(а + №) = Ф (а) + Љо! (а-н 0) 


так что при 
9(® = а'** 
будет 
(Ты == 1-нй(1-н р) (1 4 0л) 


если л> О ир > 0, то 


(1 07) < (1 ~ Л) 
поэтому 
(1) < 1-й (1- и) (1 ~ А) 
или 
(1—6) (1 <1, еси рл < 1. 


По разделении на 1 — „Л получаем 
1 1 


Положим теперь # = 1 и р = а — В, где а> В >> 0, тогда будет 


аза ат 
от 
ИЛИ 


В--т ( х 4-т у 
а-а т 
полагая теперь последовательно 2% равным 
0, 1,2,... 2—1 
и перемножая полученные неравенства, будем иметь 


И < а ). 


а. (04-1)... (629—1) 2 п 


20:5 


Вернемся к Функции Ё (5, э). 
При 2 >> 0 Формулы (1) и (2) дают 
м 1.2.3... (п— 1) Ф222 п ү" (п 1) 
ЕЕ аа а" =. (=, 1) 2 


(2-1) 


Итак, при 2 >> 0 Функция Ё(х, п) всегда менее 7—-——› а так как 


Е(2,п+ 1). п (1) 
Е(х, п).  п-нх т 
Б. Л. Чебышев. Теория вероятностей = .@ 
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и это отношение приближается к пределу, равному 1, то Р(2, т) при # > 0 
остается всегда положительным и приближается к конечному пределу. 
Положим теперь 

@=—=-=-9 

и пусть 
&—1<у<& 
если положить 
— у == 4-2 

то будет 

1> л> 0 
поэтому найдем 5 


1.2.3... (п— 1) тк 


р оа) би. 
1 
= 0231)...“ 
где 
оу ааа ЕНЕ 
Оо . 
= 1.2.3... (п — 1) 98 Авт АВ) 
0-1) (0-4-2)... (0л — 1) п 7 7 
Но | 
болбо А ъв с Ў В Балон 
ИЕ садое 
#—^ &—^—1 1— л 1—^\” 
«ео. аа) < а) 
и 
1.2:8...(9—10) 010, БЕ 
(09-1) (0-2)... (лт 1) — (25 


следовательно 


МХ: ^\ т 1—^\* 
и—=0. (1) (5) : (1— Ы ) 
Отсюда видно, что 
и < (1-2) = (1-0 а) 
так что (2, э) не может быть бесконечно большим, а так как 
.  ГЕ(2,п-- Э) А" 
И (Рен = оя 1 
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то Е(х, п) имеет конечный предел, равный 


У +64 +2 
2(2-4- 1)... (2) 


Положим, что 2 >> 0 и докажем, что 
Е(2, со) = Г (а). 
Взяв логариФмы обеих частей (1), получаем 


108 Р (2, п) = 1081 :2.3...(п-—1) + 


+ 2105 п — [1062 + 105 (2 -- 1) 4... 4 106(2 4 т — 1)] 


Отсюда имеем 
т) ори = еж РР Зе ФЕН ВЕ 
Е(х, п) ү хп—1 
но 
106 л = | 2—42 и = Је". а 
7 0 
поэтому 


а. 
ж У аа, 4 
9106 Е (в, я) 2 Кр [ ы а РОГ ЗР РЕДИ и} йг 
1 р-п а 
Е 
2 е 
9 


По Формуле (1) видно, что Ё(1, п) = 1, а потому, проинтегрировав преды- 
дущее уравнение по 2 в пределах от 1 до =, получим. 


ы г <, а 1—69} дв 
106 Е (о, „= [\е—06 6") (е в) 
9 
При м = оо эта Формула обращается в 
5 ха 426—5) 1 
108 (2, оо) = [ (2—1) И ювг 
т : 


следовательно 


У (к, со) = Г(а) 
6* 
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СОБРАНИЕ ФОРМУЛ, ВСТРЕЧАЮЩИХСЯ В ЭТОМ КУРСЕ 


со 


— Е __ Ва 
(1) а> 0; > 0 а= 
о 


т м А: 
(2) (о) 6) Юва .2.3... и 
о 


1 
ь [71—01 ГА 
(3) «> 0; б> 0 =. = 
0 
авро 2+1, ели с> 0 
@ =. ке. М = 
ә Гвіпах 6085 _0, если {>< 
(5) а> 0 ая = | пы 
(6) а>0;8>0 9 0 ао го) ов 
(7) | Ге = 
0 
Е ут 
«222 са т 
(8) а> 0 Је .а2 == р 
А 0 
о \ 1.3.5... (2и=1) – 29% 
(9) с> 0 Гоа С В, 
Ф 
++ со и 
—0 2—18 Ве Ср 1 
(10) а> 0 Је. 
у та 
(11) аро | е7%соз тад = У" и А 
0 
со РМ 
(12) а> 0; һ>0 [= г. У" ењ 
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(138) п>0, р>0 а аг = лы 
(14) »љ>0, р>0 а= 56= 
г а 1— ет" 
125) т>0,р>0. ее 
ч = 
ГУ (шүт) а 
20 ЕАО. вог 
0 
Го Сие) 2:42 _ я 
ах, 
0 
(18) Сома това ЗЕЕ еН 
: 2—1 2002 а-а) 2 3? 
а 2.1 9.3 9.5 2 
ай Баа 
0 
Л: № 5 
(20) Е . а = ы 
\— 
$ оо ( г) 
№, 3 
54 кет 
е +6 
(22) 0<л<1 Га 4 


0 


В следующих Формулах Л, 1, у суть какие угодно положительные 
числа, а жи т — целые положительные числа: 


(23) Је" 7° . а = Г (у) 
у Да-а, в) 


УЛАМ. гс. ого. р! 


ЗЕ Вв = 


(25) Г(у 4 1) =УГ(») 

(26) Ги-+1)=1.2.3... 

б) ЮУ т 8 еее 
(28) те 

(29) 0<^<1 г) -г(1 —=505 

(80) го) (2 т) тем 

(81) 607гө 
(82) _ не 


(33) го) т (л)... 


(84). у 5): 


г") = т" (от) г (тд) 


а) Эя 


При А каком угодно 


(85) г0)= іт) 


1.2.3... (п —1) - т^ 
л.(04- 1) :(09- 2)... (9 — 1) 


(86) [ 29 с08 244 = Г (р) сов ( 5) 
0 
(37) Јат віп 245 = Г (и) (65) 
0 
ГУ 0, е 5 
= р ‚ если тл 
(88) а ант 
2. [09 (0). и" 
(89) Г тт а 
+" р (т) ‚т 
(40) ] Г (е-- ие) "т. аф = г ат. 
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(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


(5) 


(46) 


(47) 


(48) 


— 87 — 


0, если р<1 


1 —2 1)4 = 
Лее рс05Ф + 1) 4$ Е: ры 


з 
Јове еа = — 5102 
0 

"1 

082 "0р9 
е ыы 


эн +-со 


Г [госу ее Г 


Ка) = | е0) "1". ау 


вх а)". ас 


И ... П-и ЖКУ Гану Ё „Эх дув = 
по) го) -г6)... Пааа а 


Гоь-н»-.. 
ТИ пати. авав... 
у е 
21 [5 оо а 
9 г(5) г(5): а а д.а 
тати )* 
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/ 
ГГ... Гей. еду... = 
го о ое 
5 5 т а В т 


где 
ад" нс -...<ЩН  Г>0 
Е 0, ели а<1 
: а 
(50) = [ [ Р(х) соз [9 (#— а] вау =] »› ТГ<а<мМ 
—© р 0 Е М <а 
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Теория конечных разностей 


Прямое исчисление разностей 


$ 1. Возьмем некоторую функцию {[(2) и будем предполагать, что не- 
зависимая переменная х получает равные конечные приращения Дл (так 
что независимая переменная предполагается здесь, как и в диФФеренциаль- 
ном исчислении, изменяющейся равномерно). Соответствующие значения 
Функции будем означать таким образом: 


% = (0); и, = (84 42); и, = (8 242); ... ц == [(&-н пдх) 
а приращения ее, соответствующие приращениям 2, через: 


Аи = и, — и; Ди, = и, — и; Аи, = и, —и,; ... Аи, == и, — и, 


Таким образом из ряда Функций 


Моз Ч Му Му, +. у Ч 
получаем ряд Функций 


Аи, Аш, Ди, , ... Аи, 


Рассматривая теперь этот ряд как ряд начальных Функций и находя разность 
его смежных членов (причем всегда из члена, имеющего старший значок, 
будем вычитать член, имеющий млалший значок), мы получим ряд новых 
Функций й 
Д? 9, АЗи,, Д?и,, ... Аи, 
где вообще 

Аи, = А (Ан) = Ан, — Аи, . 


Рассуждая таким образом далее, мы будем каждый раз получать но- 
вый ряд Функций; общий вид этих рядов будет: 
АА; Ахи; А^и,; ЗДА ОУ 
АА, ; д^ и; ДА у АХ и, 


где | 
Аи, = А (а^ и) = д^ и — АХ и, 
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Е 
Отсюда нетрудно видеть, что Е 
Чи =, + Ди, 
Ди, ,, = Аи, 4 Аи, 


д^ а = д^ и„-= д ГА 

Таким образом мы получаем следующее практическое правило для 
нахождения разности какого угодно порядка; при составлении таблицы, 
в которой каждый из вертикальных столбцов заключает все Функции, соот- 
ветствующие одному и тому же приращению А переменной независимой, 
следует, для получения какой-нибудь Функции, находящейся на пересечении 
накого-нибудь столбца и строки, взять функцию того же столбца, непосред- 
ственно над нею стоящую, и приложить к этой Функции непосредственно 
за нею следующую функцию горизонтальной строки. 

$ 2. Выведем теперь общие Формулы, дающие возможность выражать 
разность какого угодно порядка в начальных Функциях и обратно— началь- 
ные Функции выражать в разностях различных порядков. 

Мы имеем 

Ди, == иу, 


отсюда, заменив % через  -+- 1, 


поэтому 
8 аа ғ а. „да ЗА — 
А*и, = Аи, — Ам, = (и. -— 0, МЧ. (ъл и,) == 
= фо — 201 не, 
Отсюда 
А? и 


и 20а + 4 


пн "98 


а потому 


АЗ, — Аи, — А? и, == (И, — 20,6540) — (и — 2.) = 


и — Заз 4 Зи = и, 
Отсюда по аналогии можно заключить, что вообще 


бл) 0—1) 2) 0 


Рот.а 0-7: ЕЯ. п+ 


А . 
л И +) — Ам д 57 


7+) —1 
0 0—1... (0— +1 
Я а 


п+\– ы 
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Чтобы доказать справедливость этой Формулы, докажем, что она будет- 
справедлива для А + 1, если допустить ее для А. 
°  Заменяя в (1) п через т -+-1, получим 


ет х1), ла—00—2) 
Аи, = Маъ Ма + 1.2 Мю о Ча 
үр х(00—1).. О +. 
ыы) я Са 
Отсюда 
^ РХ х 
Д Ди Аи, = ии - 
(5-1) (04-1) А(А— 1) 
1.2 Ма С: Мн... 


Общий член будет 


В. (0—1) 4 
задай и Ена 


Ла 1) (1)... 0—1 
т й а а. 
Итак, справедливость Формулы (1) доказана. 

Теперь решим обратный вопрос: выведем Формулу, дающую возмож- 
ность начальные Функции выражать в разностях различных порядков, соот- 
ветствующих одному и тому же приращению переменной. : 

Мы имеем Формулы: 


Аи, = и, — 

2 = 
А и = Аи — Аи, 
К) == АЎ ЗС Ч. 
А? == А? и,,, — АЗ, 


Отсюда, получаем: 
Наът = 0 4 Ан, р 
Чина = Ч 1 ДИ ол = (и, -+ Ан) + (Ди, -+ Д? и) = и, а 24и, + Аи, 


Инв =, 2А 4 ДЗИ, ,, = (и, Аи,) + 2 (Аи, -+ АЗи,) ~ 
4 (Д?и, + Аи, ) = и, = ЗДи, + ЗА? и, + АЗи, 
Отсюда по аналогии полагаем 
„+=, 6 ЛАЧ ео 0да, -... + 
0—00 92).. горько А, 


1.2.3. 


` 
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Чтобы доказать справедливость этой Формулы, примем Ли, , за на- 
“чальную Функцию, и по этой Формуле будем иметь 


А, =... 


Ди.) = Аи, Аи, 
^0—10—2).. авва 
1.238... р 


“Складывая эту Формулу с предыдущей, получим: 


9 аа Аи. а 


хоту е ау Д ЕЯ 
+) рЫ тр рате" Ч д гсн 


Ма а Аи) =, Аи, + АДИ, 


© ЫХ 


ааа ==, А 1)Аи, 4 „Да. 2.4 


озар. ОО ын 
1.2... (инт) 


Итак, справедливость нашей Формулы доказана. Полагая в ней % = 0, мы · 
получим Формулу интерполирования Ньютона 


20—16 —2) 
155.8 и... 


и, —.. 


(2). ищет. ди 2 0да 


$ 3. Положим теперь: 
и, = [(а); А2 = №, 
и) = [а №) 


вследствие этого Формула (2) примет такой вид: 
( г 1 (0—1 
аа) = (а) + 2 А-В ава)... 


‘полагая здесь 
№ = @ 
‚получим 


аца А) 20 № АИ) 
Па 2) =. + о аер ра р 


2(1—1) (= — 21) А" (а) 
Я а ас 


для всякого 2, кратного Л. 
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Отеюда нетрудно получить строку Тейлора, допустив, что № стремится: 
к нулю, вследствие чего в пределе будет 


и тав + 


где вообще 


ак (а) Е 1 (4), 
Ё. 


означает результат подстановки с в производную МЕ 5 


вместо 2. 


Фиг. 2. 
Положим л $ 
Ра (а) 2 залатар: Ре 


РЕ? (= — 20)...(2— 1А №), АК (а) 
1.92-8:;., 2 16 
положим точно так же 
Ка) а. = А а? сабо). ГОЛО 


Ф (2 55 
= 1.2 фә? 1.2... ахҝ 


так что вообще 
Га 2) — Ф (а) = Аа" ВН Отар 
допустим теперь, что 
< у= [(а + 2) 
есть уравнение кривой ММ (Фиг. 2 и 3); возьмем еще кривые М№” 
и РАВСРо, уравнения которых суть: 
у= Ф (2) 
у= Р(а) 
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Кривая ММ’ имеет общую точку с кривою ММ при 2 = 0, и в этой 
точке эти кривые имеют соприкосновение /-го порядка, так что вообще 
вблизи этой точки кривая ММ’ очень мало отличается от кривой ММ, 
и если разложение Функции / (а + 2) по степеням 2 представляет ряд схо- 
дящийся, то при достаточно большом /: кривую ММ можно заменить кри- 
вою ММ’, что мы и делаем всякий раз, когда вычисаяем значения Функции, 
пользуясь ее разложением в строку Тейлора и пренебрегая членами этого 
разложения, начиная с некоторого (/ + 1)-го порядка. 

При интерполировании мы точно так же заменяем данную Функцию 
другою — простейшею, и эта замена имеет то геометрическое значение, 
что данную кривую ЛУ мы заменяем «параболической» кривою РО, имею- 
щей уравнением 


у= (=) 


Нетрудно видеть, что эта кривая имеет (/ + 1) общих точек с кри- 
вою ИМ, а именно точки: 


Ро, В 
абесциссы которых суть: 
0; 0а= №; 060—2}; 0с= 3%; ... (0—1); К 


Если для № взято количество достаточно малое, то кривая РО будет 
вообще весьма мало отличаться от кривой ММ, а на этом-то и основано 
вычисление значений Функции / (0 + 2), соответствующих промежуточным 
между 0 и (# —1)й значениям 2, которое заменяется вычислением значе- 
ний Функции Ё (5), соответствующих тем же значениям 2. 

Отсюда видно, что интерполирование имеет много общего с вычисле- 
нием значений Функции при помощи разложения в ряд по степеням пере- 
менной Р. Различие заключается в том, что в одном случае данная кривая 
заменяется другою, известное число раз пересекающейся с нею в точках, 
абсциссы которых увеличиваются в арифметической прогрессии, а в дру- 
гом — данная кривая заменяется кривой, имеющей с нею соприкосновение 
известного порядка и которая потом вообще от нее удаляется. 

$4. В$ 2 была выведена Формула интерполирования Ныотона. Теперь 
мы выведем другую Формулу, и для этого решим такой вопрос: найти про- 
стейший полином, который при различных данных значениях переменной 2 
получал бы значения, тожественные с известными нам значениями, при. 
тех же значениях 2, неизвестной Функции [ (5). 
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с е8. 
Пусть данные значения 2 суть: 


С ЕС ЧА Түр. 7 


и положим, что 
(а); Р(2,); Р); Р, 1) К&,) 


суть известные нам значения (2), хотя вид этой Функции может быть нам 
и неизвестным. 

Так как искомый полином должен получать % различных значений 
при » значениях переменной, то вообще он должен иметь % коэффициентов 
по крайней мере, так что вид его будет } 


Ф(2) = 4,4, 12+ 


Чтобы определить ® коэффициентов 4, 4,,..., 4, ;, 4,,, стоило бы 


только подставить в это уравнение последовательно, вместо 2, 


Р Ариу. 


и Ф(2,), Ф(2,), . . . заменить через (2), Ѓ(2,), . .., что и дало бы п урав- 
нений, необходимых и вообще достаточных дая определения искомых коэФ- 
Фициентов, но мы можем и прямо написать искомый полином. В самом деле, 
нетрудно видеть, что полином 


Фе: ть Че)— 
6—5). 
5, а аа: 


(20—21) (2 — 2,)... (&— 2-1) 
а) а) в.) 


удовлетворяет требуемым условиям, и остается только показать, что он 
действительно простейший полином (» — 1)-ой степени, удовлетворяющий 
этим условиям. 

В самом деле, если допустить, что ‘Ч (2) есть простейший полином 
(п — 1)-ой степени, удовлетворяющий требуемым условиям, то разность 


Ф(2) — (а) 

будет представлять полином не выше (» — 1)-ой степени (потому что эта 
разность может быть выше (и — 1)-ой степени, только если {/ (2) выше 
(п — 1)-ой степени, а в таком случае {/ (2) не был бы простейшим полино- 
мом), но этот полином Ф (2) — {/ (2) обращается в нуль при » значениях г, 
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а это возможно только в том случае, когда ф (2) тожеетвенно равно Ф (2). 
Итак, Ф (2) есть искомый полином. 
Формула (3) носит название Формулы интерполирования Лагранжа. 
Для примера положим: 
== 0, 2, =1, 4, =2 
Ге) = 0; Ка) = 1; Га) =8 
По Формуле Лагранжа находим 
_ @— 1—2), , @—0@-—2 
0 00—1)0—) 0 таа 
(2— 0) (= — 1), ЕР 
@—0@—п 8 = 35 2х 
Чтобы решить ту же задачу по Формуле Ньютона, заметим, что в данном 
случае: 
мо = 0; и, =1; и, = 8 
Ди = 1; Ди == 7; АА 6 


(2—1) 

р ГА 

так что «< 
2(5—1)._ 


Ф (0) =0-+-1:24 06.7 == 820° — 22 


Ф®=шнт Ам 


$5. Существует еще способ интерполирования, основывающийся на. 
замене неизвестной нам Функции / (2) наиболее к ней подходящей линейной 
Функцией А -+ Вх. 
Положим, что нам даны значения этой Функции: 
[(х;); Р(,)5 Р); .. Г@,) 
соответствующие данным значениям переменной х. Берем Функцию 
и = [[(2,) — 4— Вт] [[(2,), — А— Вай... 
+ [/@,),—4— Ва]? 
от двух переменных 4 и В и определяем эти последние по правилам диФх-— 


Ференциального исчисления из условия тіпітит’а этой Функции. Получен-- 
ные значения 4 и В и будут делать Функцию 


А-- Вх 


наиболее подходящей к / (2), по крайней мере в пределах наименьшего» 
и наибольшего из количеств 
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$ 6. Переходим теперь к определению конечных разностей некоторых 
простейших Функций. 

В дифФеренциальном исчислении этой статье соответствует статья 
о диФФеренциалах простейших Функций. Одною из них там была д”, но 
в теории конечных разностей эта Функция не будет простейшею, потому 
что разность ее выразится при помощи ряда. 

Чтобы узнать, какая Функция в теории конечных разностей соответ- 
ствует 2", сравним Формулу Ньютона со строкою Тейлора. 

х А (а) 2(5—1) Аа 
и о 
(5—1 (2—2) АЗ(а 
е 


= а) г Фра) а аҹ) 
а Ч 2 реа кя да? 


(а а 2) = (а) +. 


Отсюда, видно, что Функции 2” соответствует Функция 
а (0 — №) (2—2)... (2 т 1А) 
и, как сейчас увидим, разность ее имеет действительно очень простой вид, 
аналогичный с диФФеренциалами от 2. Мы имеем 
д [#(&—№)... (#—т— 1А)| =@-0@)-@&—№... &—т—2)®) 
—2(5—1)(&— 21)... (= — (т 1)А) 
—=2(@&—1)... (0 т 2А) (а аа ти Л) 
Итак, 
(4) А [0(0—)... (в—т—]] = 
т +2 (в—1)(&— 2)... (2—т— 91) 
Эта Формула аналогична Формуле диФФеренциального исчисления: 
4 (2") — тах. а" 
Из Формулы (4) мы находим: 
Аз [в (2—1)... (в—т— 1*)] = 
=т(т— 1). 26 (с)... (#—т— 3) 
д" [=(=2— л) бъ (2 — т — 2А)] == 
= т (т — 1) (т — 2). (0 —А)... (2 —т — 4) 


и 
А" [о (о)... (в—т— И) =пт—1)...3.2-1.1”" 
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сапе 

Следующие разности будут тожественно равны ную как аети от по- 
стоянного. 

На основании этого нетрудно вывести Формулу Ньютона. Для этого 
допустим такое разложение: 

Ка) = А+ А, - А, (2—1) + А ыы, 
полагая здесь 
2 = 0 
получим ы 
А = Ка) 

о мы имеем также: 
_  АМа+д)=Ай+2А ЗА, (г)... 
А (04 2) =1.2. 4, +2 :34А,102-- ... 
А [ (а 2) =1-2.34,18 4 


полагая в этих равенствах 5 = 0, получим: 


__ АГ(а) 
4,= 0% 
__ А (а) 1 
А, = ат. 
два) 1 
4,= № ‘1.9.8 


а отсюда и получаем Формулу Ньютона 
(а 2) =Г(а-н КАА А0 а, я 
2 КЕ д? а). 
0256 9 Р 


1 
Функции я в теории конечных разностей соответствует Функция 


1 
(№) (2-2)... [24 (п 1) А] 
разность которой есть 


е ыла аа 
2(2-нй)... [2-- (0—1) 


1 1 
(5) (2+2) (24-07) .. (кт) 200-0) (а 20).. Ле (9—1) 
2 м 2—2 — п АЗЫ 1 
— =(2--(1--2))...2+т)  '1@-%...@%+т 
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Эта Формула аналогична Формуле дифференциального исчисления 


1 1 
а= = 14. 


о Найдем теперь разность дроби, выраженную в разностях числителя и зна- 
менателя: 


А № — Мы 9 (и, Аи) 0, — (03 Ао) и, ©, Ди, — и, Ао 


бы 0" би, бп би 
итак, 
(6) А м — 08 Аи, — и Ао, 
р Д би 


, 


Эта Формула, аналогичная с Формулой 
и 0. аӢш—ийо 
а-=———— 
СА ® 
далеко не имеет такого важного в практическом отношении значения, как 
последняя. 
Возьмем теперь Функцию а”. Мы имеем 


й__ 
(7) Да" == а а = а (0—1) аһ. 


Чтобы перейти от этой последней Формулы к Формуле дихференциального 
исчисления, стоит только положить, что в ней /^ стремится к нулю, вследствие 
чего, замечая, что : 


а] 
Ша ( ) == 10а 
ћ а= 


мы и получим 
аа” = а“ 06а: 4х 


Из Формулы (7) мы имеем 

Аза” = (а — 1) Ла" = а” (а — 1) 
и вообще 
(8) Ата? — а. (а — 1)" 


Возьмем теперь функцию віп 2: 


Р ІД г 
А зіп 2 == $11 (2 4 Л) — п == 2 соз (2-5) "зій = 
итак, | ; 
| А ... А 
(9) Азша = 2с08(2-- 7) 1 
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Замечая, что 


Љ іп А 
Азіпа = 08 (2-2): ® 
: 9 


и предполагая, что № стремится к нулю, получим 
аз 2 == с052· 4х 


Перейдем теперь к Функции с0$ 2: 


А сово = 603 (2-1) — сова = — 280 29А. ідз. 
итак, 
(10) А созт (2 5.) 26 
ый 2) 2 
На основании формул (9) и (10) находим: 
а И а," $ реф 
А? віп 2 = А с0$ (2+ 7) "2т- == — п (= №) (2%) 
8 Е В. 
діа = —Авіп(г 4-0) : (2810-2) = — «(2 +5) (295) 
и вообще: 
п 
(11) Ара = в (ея "т" : (25) 
п 
А сов 5 == — с05 (24-0 -—— |. (2 810 = 
(12) п ( =") (2 » х) 


_ 


В заключение этой статьи найдем разность произведения двух Функций; 
(13) Ди 0 = 4..9. 6,0, (0, ДИ, ) 0, 0,0, =, До 0, Аи, 


Эта Формула, как и Формула (6), не имеет болылого значения. 

$7. Переходим теперь к рассмотрению нового отдела — нахождения 
зависимостей между конечными разностями и диФФеренциалами. 

Полагая 


и = | (4) 


будем иметь 


м-он. 


_ #4, № Фи 
о "ак б Е р = г 
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итак, ғ 
һ аи № Фи А: Фи 
44) ВИТ 7 ватре" ла 
Отсюда 


# 7 д? аи Га аи 
Ы шї —— —- в —- ——_ь 25-2, 
а Вере СЕР пы 


Заменяя в Формуле (14) и последовательно через с. 5 и т. д., будем 


иметь; 
дан ћи № Фи № ёи 
421? 1.502 1.2.3 ай 
дфн А ёи № фи 
ай т ‘а 61.5 `4 +. 
ден ћи 
4 1 ая 5 
а потому 
З Або ВЕТ их № бы. 
вез о АС 7 У е" маги а ЗАМ Ра 
А. им ќи № р. 
И 23 гаа) ( да...) 
ди аи А аи 
М А а кд ГУК га 25 
№. а тз ‘да ы 
аи аи аи ё 
= Ағ Ваз Са 


Отсюда видно, что вообще 
| Орр Фи хх 
А КА УС Неа иу .ь 


где 4,,.4,,.4,,. . . суть количества, не зависящие от вида Функции (2) = и. 
Пользуясь этим, мы легко можем определить эти коэффициенты; так 
как А^и представляется линейной и однородной хункцией от и ее производ- 
ных, то стоит только выбрать Функцию /(2) таким образом, чтобы как ее 
конечные разности, так и производные имели наиболее простой вид, а такая 
Функция, как мы видели, есть а”. 
Итак положим: 


и=а Миа” (а — 1); ж — а (105 а)" 
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Вследствие этого мы найдем 


а (а — 1) = А, а%108а 4 А,а° (105 а) +.А, а” (108 а? 


+ А, а (108 а) :.. е 


ИЛИ 


полагая здесь 


105 а = 8 
и замечая, что 
№8 __ Аз Е 
Ве В 1 92965 


‹ 
будем иметь такое равенство: 


Е Раа ЗЕ 
(5 1:9. 1258 


из которого и определим коэффициенты .4,, 4,, А,,.:. 


тожественности. 
Из этого равенства нетрудно видеть, что 


А = А, = А... =4)_,=0 


так что мы еу = 


Ф “, аи 
Хы = 52 и А, х А. ах пы + + а | 
причем 
А Ке = + А 53 и" ) 6 
( 1 5) (+ . + — 


2-8 
У 26 дт +2, в 


Х 
1) =48+-4,9-4,0-.. 


(а 1) = А, 10824 А, (105 а)? А, (108 а}. 


ети .- 


по условиям его 


Отсюда нетрудно заключить, что если и есть целая е" степени, не 

превосходящей 7. — 1, то как все ее производные порядка, начиная с А, так 

и все ее разности, начиная с того же порядка, тожественно равны нулю. 
Переходим теперь к решению обратного вопроса: выражению произ- 


водной какого угодно порядка при помощи разностей. 
Положим, что мы нашли: 


ие -- м -Ы Ча 
фи 
аи Р, я + 1, 8-0,9 М 
43% = Е, а-у а. тя 4 
ит. д, 


м/г. Ога. р| 
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Си Очи 


Р, ди 


Отсюда: 
аи 1 
45 = 0 
аи Вы 
а = 0,2 “ 
- аи е 
Ф? 5, 
а отсюда видно, что вообще будет 
Д0 
ат 


__ Оф и С,ди 
С.д? бад Цай `` 


Чтобы определить коэфФициенты этого ряда, положим 


вследствие чего найдем 


и = а” 


п == №40 Л. 48210-4 Мис, 


(108 а} = №, (а — 1 + № (@*— Пен м, „(а — Пе. 


полагая здесь 


и замечая, что 


Е 


І 106 (1 + $) 


8 42. 55 3 


а е аа та) сутим злы АР 


1 2 З 4 


мы должны иметь такое тожество: 


Ё 38 58 _ 84 


тангу ит анат 


из которого и определим коэффициенты М. Итак, №, имеем 


аи 
(16) яя 
причем 
(16) 


Полагая в этой Формуле м. = 1, получим 


8 5? 90 


ъ 2 м 


откуда следует: 


1 
№=%; М, = — 
так что 
аи 
(17) ад 


у 


аА и р 2 $ 
= М, А "М, А 4 и №. А и-.. 


раи р Е М-Н... 


й 
рч ыч? 
п) ва а,в... 


+... = №8. М, №, 5° 4-Х, 8-4 .. 
1 > 3”. 3: 

к: № = 3; № = — ту: 14 7.07 
Аи Ан Ани Ди 

и а 
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Формулы (16) и (15) можно представить символически, причем они легче 
запоминаются. Рассматривая в Формуле (16) и как множитель и А как не- 
которое количество, мы можем написать их в таком виде: 


ау ц 


зав == (М, А" М АР МАР 3...) 


Т! 


ов (1-4 А 
реа) аа МВ МАНЕ 


откуда следует 

(18) 4 == | юры б а 
Из этой Формулы можно вывести символическим путем другую символиче- 
скую Формулу, заменяющую (15). Для этого будем рассматривать в Фор- 
муле (18) и как множитель, и. — как степень, 2 — как количество, вслед- 
ствие чего получим 


‚4 105 1 А) 
о 


А 
откуда 
Аа 
А=е “—1 
И 
к & ^ 
(19) Аи = (е "—1) и 


Для того чтобы показать еще пример «символического» метода, вывода 
символических Формул, выведем из (19) Формулу, дающую зависимость 
между разностью какого угодно порядка, соответствующею данному прира-_ 
щению независимой переменной, и разностями, соответствующими другому 
приращению. х 

Пусть | ` 
Аи — [(@ = — (а) и Аи=[@е- Н) — (а) 
Из Формулы (18) мы имеем символически: 

4 _ 108 1-4) 
47 _ (7 


точно так же из Формулы 
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— 105 — 
найдем 
а 105 (1+ 4,) 
ах _ ЖЕ: 
так что 
3; 1 
(1 4)* =(1-4,)" 
откуда 
Е 
А, =(1+ А)‘ —1 
и 
н. л 
(20) : ка а | и. 


Так, напр., полагая 


найдем 


(а) Аи = [(1-- А} — 1] *и= А*и-н 442и ~ 4424 


Положим, что для приращения # = 1 имеем такую табличку: . 


Е 


и из уравнения (х) найдем 


А,2и= 0+ 4.6 + 4.12 = 72 


МАЛА. гСіП.Ого.рі 


— 106 — 


т. е. тот же результат, который дает вторая табличка. Если в Формуле (20) 
Н делается бесконечно малой величиной, то эта Формула переходит в Фор- 


мулу (18): 


я „1—04 1 а) 

АА и ИА 7:108 (1 4) (1-4) < 
(2) = е. пу Е Е 2:027 д хе 

Н=0 - 

^ : 

(аба), 
но 
на [20% = іш 22% и 
| А^ [= (АА а у 


а потому отсюда находим 


банки, рова еар, 


_ 
Обратное исчисление конечных разностей 


$8. Мы переходим к отделу теории разностей, аналогичному инте- 
гральному исчислению в учении о бесконечно малых, т. е. теперь мы будем 
определять Функцию по данным ее разностям. 

Положим 


где значок при буквах м и о показывает, какому значению переменной 
соответствует значение Функции, или проще У 


Аи = 


и покажем, что все Функции, удовлетворяющие этому уравнению, могут 
различаться только на постоянное для тех промежутков, через которые 
берутся значения Функции. В самом деле, положим, что некоторая Функция 
0 удовлетворяет этому уравнению, в таком случае 


Аи = 0 


вследствие чего будем иметь 2 


Аи — Аш == А (и— 0) = 0. 
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Но разность Функции только тогда может равняться нулю, когда эта: 
Функция принимает одно и то. же значение для всех значений переменной, 
следующих одно за другим через равные промежутки, принимаемые нами 

за постоянное приращение / = А независимой переменной, т. е, тогда мы 
_ эту функцию можем рассматривать как постоянное; последнее следует из 
того, что в теории конечных разностей значения Функции, соответствующие 
промежуточным значениям переменной, вовсе не принимаются во внимание. 
Итак, мы имеем 


и— № == С 


где С не должно рассматривать как «абсолютно» постоянное количество, 
потому что, на основании только что сказанного, С может зависеть от такой 
Функции, которая принимает одно и то же значение для значений =, разли- 
чающихся на постоянное А = А; так, если положить # = 1, то С может 
равняться ѕіп 272, со 272: и т. д., потому что вообще 


зіп 215, = зт 2п(2,-- п) - 


где х,— начальное значение переменной и — целое число, но так как для нас 
промежуточные значения не нужны, то мы будем теперь рассматривать С 
как постоянное. 

Нетрудно теперь показать, что нашему уравнению удовлетворяет такая: 
Функция: 


- Ги 2—1 
в самом деле, 
А 0 4 0 4 0 40,3010, 
(04 0 6 01) == 0, 
Сумму | 


пы НН 


будем обозначать таким образом: 
поэтому, если Аи =, то а 


ч = 35 = С. 
т 
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Если положить здесь 2 = 7%, то, замечая, что 


найдем 


вследствие чего 


Нетрудно видеть, что 


И 
У 42-4 У 
т т 


где А есть постоянное количество. 
$ 9. Постараемся теперь найти суммы от некоторых простейших 
‘Функций, при этом мы предполагаем / = 1. | 


а) Пусть. 
и = 2(0— 1) (2—2)... (#—11 
‘откуда 
Аи = 0 (2 — 1) (2 — 2)... (&—1-+2) 
а отсюда 
Ча ма )е+о.. ораса (2—1 9) 


Положим теперь 1 — 1 =, так что 


Ах (5—1) (2—2)... (2 — и) 


т == 0(0— 1) (2—2) ...(8—%-- 1) 
а отсюда 


(2—1) (2—2)... (2—9) 


(5 р Е Ж. 
2, (8 1)...(2—%- 1) = се 


еі 
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Отсюда мы имеем также: 


Хе. ж 1)== 


у (2 — п) —– т (т —– 1) (т— 2)... (т— п) 
55 т 4-1 


(21) 


Полагая здесь и = 0, получим 


25—11... (&— п) 
т 1 


(22) рУ (0—1) (0— 2)...(0—п-- 1) = 
0 
Эти Формулы аналогичны таким Формулам интегрального исчисления: 


2+1 


1 = 
Јас = 2+0 и м 
п1 п 1 

0 


6) Суммы вида 
рд 
выражаются при помощи очень сложных Формул, а потому их вычисляют: 
\/ т т—1 
обыкновенно сводя вычисление > 2" к вычислению ЉТ 27%, Прежде чем 


перейти к этим вычислениям, покажем другой способ вычисления, анало- 
гичный интегрированию по приближению, причем вместо строки Тейлора, 
применяемой в интегральном исчислении, будем пользоваться интерполяцион- 
ной Формулой Ньютона, которая имеет вид 


и = 1,4 —— т Ам, 21.104 0 дац О аи, 


1. 2.3 


Найдем для примера по этой Формуле сумму 
У 2з 
= 
0 
В данном случае имеем такую табличку: 


а и Ач 


вв АЗ и | А4 и 


0 0 1 6 6 0 
1 1 7 12 6 

2 8 19 18 

Б) 27 37 

4 64 
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“так что в данном случае 
мо == 0; Аи = 1; Ам = 6; Ази = 6; 44% == АЗ =... == 0 


а потому | 
а = 320(0— 1) + 2(2— 1) (2—9) 


Уз У + 32—10 Уз 1) 2) 
У»= 


-а отсюда, 


Но Р 
== 5, Хе ФЕЙ \ 
Ў (01) (0—9) = гага 
-а потому 


рое е ВАХ Е ее 
_ 2(#—1) 2(2—1) 
ЕНЕ йе 
‘итак, 


ЕЛ #(#—1) 9 Г ® 2 
оз Хе] =| У 

0 й 0 а 
"Из этой замечательной Формулы видно, что 


19 23-4 33+... 4 № = (1-2-4 3 4... = №) 


в) Переходим теперь к упомянутому выше способу вычисления сумм вида 


У т 
смеа 
Мы имеем 
да" = (04 1)9—07 т 4 1) рта 
‚— 2—9 
и 0 ата, ра 
«откуда следует 
Ра 
Ҹ „л 90. 5а 
—і 1.2 
т (т — 1) (т — 2) ғ ДР & 
и зааг ЛО БЧ РИ д1 ЧЁ 
Биис: У 
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= — 


ибо А2 = (+ 1) — 2 = 1, а потому 


~ ; р, 


= 
«следовательно 3 
Ра 2 
бат еде. "(е 1) РЕ РЕ 
0 
. т(т— 1) (т 2) Хи \ 
л —————————— ет: У: тое Ае 
откуда 
х з 
ях: т— 
т п— 1) бн 2) 9 рер ғ 1 
1.2.3 = а т" 


полагая здесь т = т 4 1, мы и получим искомую Формулу 


ч АРЕС. аы п \ яа (1—1 5%. 
(4) ХУ, тат 7297 У: ® 


Полагая здесь т == 1, получим 


а ҹ 2—& 2(2— 1) 


= 
о — — 
ды 2 р 2 2 


шри % = 2 найдем 


Уя== ұла 2 2(1—1 = (2202 —82--1) 
з Га ау 2 З 6 


& а г а*` 2(222— 384-1 
Хғ а І В — #7. 4 я 
__ 2(@— ) 2 24—220 [2(2— о] 
2 № Ф.е. 2 
ит. д. 
Таким образом Формула (24) дает возможность последовательно вы- 


числять суммы от степеней. 
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г) Положим теперь 


БА) 
та х(2- 1) (22)... (1—1 
Отсюда по Формуле (5) имеем ЕЯ 
1 
Ай == 


— #(2-1(@-2)...(@-9 
или 
Е е аен 
‹ Ш(а-10(2-+2)...а- 17-0] 2(24-1)(24-2)...(2-- 0 
полагая здесь { = —-1, получим 
1 
20034-1) (222)... (кан 1) — 
Ета 1 
бга ар ... (&-=®— 2) 


следовательно будет 


= 


УОННА ры 8 БАР а ТАЯТ 
ттт 1)... @=п—) (п—1)2(24-1)...(2-4-9 — 2) 
отсюда 

О МЕЧТАЕ. ГЕФ АУМА 
(25) = 2(2-1)...(04-и— 1) (п — 1) 242-1)... (2-4-9 — 2) 

1 
и—1 тт... (нап 9) 

и 
В о с. 
(26) ща (&-= 1)... (в-п— 1) п—1 т (т-н 1) (т-+2)...(т-я— 2) 


Эти Формулы аналогичны Формулам интегрального исчисления: 


[== 98-Р: И ==: 
Ст я—1 2%! рН с 


д) положим теперь 


и а” 


так что 


Ан = а" (а—1) и А (“= 
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Р Хх 
о 7 ОВЕ 
Отсюда 
на А ЕЯ 
ў я =“ +0 
4 а — 1 с 
и следовательно, 
(27) ж Хе == 


Эта Формула аналогична Формуле интегрального исчисления: 


аё — т 
Ге = бр 
Іова 


т 
е) Найдем еще суммы для тригонометрических Функций 


зШх и с0ѕ2 


· Мы имеем 
А 3) / 
Лева — — 280 5:8 (2-2) 
откуда 
А т = ( ) 
2 
— 2 81 — 
2 
Полагая здесь 
и, 
а = 
получим 
ов(: №) 
А и е == $1 4 
2 віп — 


2 


и, полагая здесь 2 =-н у, будем иметь 


сов (а 0 —5) 

а И — зщ (а 

ея 1 у) 
2 81 = 


Принимая теперь Ау == 1, будем иметь 


А = Ах == Аг = А(2 4 Бу) =. Ау=Ь 
а потому 


вов (а 00—— 5) . 
ПЕ == 5 (ан Ву) 
4 2 віп —- 


. 
Б, Л. Чебышев. Теория веролтностей 
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откуда 

2 х соз (@-=%—5) и 
(28) е а а: 
ИЛИ 


Ў (0-0): 28а = — оов (а-+ 5—5) +0, 


Если положить здесь Бу = и, предполагая б уменьшающимся до нуля, 
увеличивать у до бесконечности так, чтобы 2: оставалось конечным, то эта, 
Формула обратится в известную Формулу интегрального исчисления: 

\ 
Ј епа ч а) 2 = — оаа) + С, 
так как будет 


(2515) _ = 0, 00-1) — 0), 040), 4 


Из Формулы (28) можно получить Формулу для косинуса, положив 


т 
= +Т 


что приведет Формулу (28) к такому виду: 


: НИЕ 
(29) ты НО 


К ) 
28 =- 


$ 10. Суммирование, как и интегрирование, в большинстве случаев 
не может быть выполнено точно, поэтому необходимо иметь методы, дающие 
возможность суммировать по приближению. К, изложению этих методов мы 
теперь и переходим. 

Мы имеем Формулу 


даб: бил 
я ааа За аа 


которая, как мы видели, заключается в следующей общей символической 
Формуле: 


ве Р, 
А? = С “— 1) и 
Если положить й = 1, то мы будем иметь 


ли — 4, 14 1 Фи 
= 48 Заза. зая `` ч 
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отсюда 
аи Фа __ 1.6 аи 


и == съ 


ан а 552.006 60 


где С" есть общее произвольное постоянное. 
Положим теперь 
ац 


ц 


Вследствие этого наш ряд примет такой вид: 


1 аи 1 
Гра У +5 да Ле. =... 
откуда 
1 йи 1 є 0о 
(а) У= [оа аъ» 9360560 
ар. 
Заменяя здесь 2 через 757 Найдем 
аи ЕЕ Фо 1 Қ Фо __ 
ах р) 4 2.3 мы аа? 


Точно так же найдем: 
Ф ар д а Фо 215 30574, @% 
р ти ах 2 аа 2. Зы аА 
Фи _ ар 1 ао 1 @% 


аз ай осад 05.3.2445 
ит. д. 
Внося значения этих сумм в выражение (а), получим вообще: 


ау 
У о= [об-е дона аа Ав... +0 


Чтобы определить коэффициенты, которые, как нетрудно видеть, не зави- 
«ят от вида Функции 0, положим 


вследствие чего имеем 4 


а? ат 


сто += Дуа + А, а 105а-+ А, а” (06а) + .. 
а — — Това 


если за пределы суммирования и интегрирования возьмем — оо и 2, 
8* 
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тнр 7 Г Ч 
Отсюда имеем, положив 2 = 0: гроте 


1 
= Е И 


полагая здесь 105 а = а, получим 
5-е, А А, о? РЕДУ Ру Е 
Р ду ржу ух. 0+ 4,94 8 у Е“ ... 
Это тожество и дает нам возможность определить коэффициенты 4,, 4,» 


ЕГЕУ 4 а 


Определим некоторые из-них. Мы имеем ' 


ЫАР 0. 10 
е = ото 


разделяя 1 на этот ряд, получим 


таким образом имеем: 
1 
4&=— 5, А, = 15; А, =0; ао 


Легко показать, что 


В самом деле, мы имеем 


ада дуй Дай... 
поэтому 
1 1, я 
асе а + 4, @-. 
Но ` 
н. 5 6 
А ТЕРШЕ о 6р24 
6—1 37 дах 932% 9 
6 —6 
так что 
А.д у 
Вени” 
а 5 =——4, «+4, А, +, 
о Е 
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Но первая часть этого равенства — нечетная Функция о, веледствие 
чего и вторая должна быть нечетной Функцией, а потому 


4,92 Аи... = 0 
а так как это есть тожество, то 


. А, =0; 4 =; а и вообще А = 0 


Итак, мы имеем 


(30) У о [оа д А.з: 4-6 


где коэффициенты определяются из равенства 


& 7 
зт Арт 
Теа Дач Дуа? Ав т 
293 Я 
или 
1 1 1 


—_—__ = — 4 2 
ая аа - 4,4 + 4,®-... 


положим для примера 


= 
Мы имеем 
2 1 2—2 1 
У == 200 —9+15-0= + 15+ 6 
откуда 
` "#—1) 
а ЕК + (8—1) = ——— 
Для другого примера положим 
І 0 = 2 
тогда найдем 
У [пе во 64,0 
откуда 


ат п? (п— 1} __ ве = 
= 4 ЩТ 
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$ 11. Положим теперь: 


ро ЕВ ВА, 
А тота: 
и вообще В 
У А 
Ар = (© 1^т: 2.3...20-1) 


числа В,, В,,... ит. д. называются числами Бернулли. | 
Мы займемся теперь выводом Формулы для определения этих чисел, 
которая давала бы возможность сделать некоторые общие заключения 
относительно их. у 
Эти числа, как видно, должны удовлетворять равенству 


а а 
ет. а. Ж: В, В, 
ГЫ Наса рн. асада гга. Пора р: ахта 
6 ё 
ЗА Ву оі 
+... + 17° 50621)“ Я 


Но мы имеем вообще: 


91—68) (1—8) (2—8): 


Аа 2 2 
108 зіп {и = 105 ф = 108 (1—5) в (1 =) +, 
Дифференцируя это равенство, получаем по упрощении: 


Положим, для краткости, У—1 = $, тогда будет 


соз не 
Аг (= ее 


так что, полагая 24 = аі, получим 


а + > - 
е же 1 1 1 
77 а р аи крат а? ея 
Аг ыт ма О. ИТ 
откуда 
а лаъл 
19.40-82" 1 а І 1 ‚=. 
ые С а 2 ен т 32д2-4-2 | 
1 1 1 
сні [74 ха 92 па 82 12 
зе" БР = $2 = т \ а} т 6.7, 
(5 т? (5 * 29 ла + (5) "32 ла 
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но мы имеем вообще: 


1 


Еф —#-+... 4 (— 1)" +... 
+= 


а потому 
1 : й 
т? 1 Сд (А о һ 22" 
1 гас асаа 1 | 
т 
ЛА О Е ЕЕ В НА ай Бабы 
ыы 28. 0318 ° 94. 0414 06. 0646 
2 о?" 
хо 
1 
82 д2 рга 1 и? ГЫ и 
1 а? 38 „2 1—32 3847961566 4 + 
о. 
1 а 
+ (01): гута І 
Таким образом мы получим 
Е 
1535.0 и 1-н р, хир. 
к рде рук 28" 33 
е*—е 
Ар рр 
озі 1 1 
Зы 1). Груже рисует: 1+ о зе = < | 


Сравнивая этот результат с предыдущим, получим для чисел Бернулли 
следующие выражения при помощи рядов: 


оч 15956-4 75. 1.2.8...201) 
В, = 55.55 В, = ва ‘58... В - ао. у 
причем 
1 і 
Буча = 1 5 


т: а 


Подробности 06 этих рядах можно найти в сочинении Остроград- 
ского — «Зиг 1ез дпайгаќигеѕз 46йщез». 


МАЛА. ГСіП.Ого.рі 


5 490 52 


5 12. Мы имели дело с суммами, в которых за разность Ал принята 1; | 
есии бы мы пожелали ввести какую-нибудь разность й, то следовало бы 


[а 
ТОЛЬКО ПОЛОЖИТЬ =. вследствие чего изменению 2 на № соответетво- 


вало бы изменение 2 на /; таким образом мы получили бы 


а, 
С 


(в) \ о=у |» ойг о-в, ед, 20 рд, о 


, че 1 аи ар 
У,= Хә [50—545 Е .| 
Предполагая здесь й стремящимся к нул9, мы в пределе пайдем 
іа {л У |= Уи ол 


т. е. что интеграл есть предел произведения суммы на приращение пере- 
менного независимого. 
$ 18. Замечая, что 


мы будем иметь 
Е 1 4% 
У, «= [и —5 а ... С 


и == 1052 


полагая здесь 


и назначая для 2: пределы 1 и 2, мы будем иметь 


У 10562 = С + и — 51062 +5. 2082. 
или | 
У ЮО — 0 — ет. = 5.8. 
где С имеет уже совершенно определенное значение, жоторое и постараемся 
теперь найти. Это равенство мы можем представить в таком виде; 


108 1+ 1082 +1053 +... +105 (&— 1) = 
1 


1, 
И 37а 


\ 
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Откуда 
1 Щи, 
1021.92.38... === = хз Реа 
081.2.3 <= С- 21052 251081. ы 
Но мы имеем а 
А 69 дһ. 2 
Е А8. ВАС Б 285—121 
или 
б, -. . (2м)? : и . (2т)* 
т з. а шј. 92. НЕ 5) у 
4. 14 94. 94 34 У 
а ный $ 
1.2 ВЕ: . 4 ... (2%)? ‹ (24 1), 
оф 9% (1.2.8...) | 
== В 1.2.3... 2) (2н ат), 
Отсюда имеем 


1065. = Ша {411062 = 41081.2.3...п—21051.2.3... 9 
— 105 (2п + 1) 


но мы нашли выше: 


1051.2.3.. = С од®—в аг ех 
1 


1051 -2.8... 2 = С++ 205 2% — 2п 1 2 19028-5 ие 


причем далее следуют члены, содержащие высшие степени =. Таким обра- 
зом имеем 
16 2 = іш 4106 2 = 45 4 46 ~ 4п 106 п — 4п 4-2 1058 п 
1 1 
е . — 106 (29 ~ 1) — 26 — АЕ т МВ 
== Им [20-н = — 1052 — 105 (2% + 1) + — 


45 со 


Ў — іш [22-- 8 т | у 


Итак, мы находим 


1085 = 20-105 1 


д И С = 105 У2= ~ 


откуда 
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и мы получаем следующее выражение: 


1081.2.8... 2 = 108 үт + 2106003 1052 Е 


ИЛИ С 
1 
4. 
1:5 22 ү?т:2 а 
но 
5 1 
1 = — 
е тЫ 
и потому 
1 
(32) 1.2.8...2== Мата". (146) 


как мы уже это имели в курсе «Определенных интегралов». 
$ 14. Теперь мы дадим другое доказательство этой Формулы. Рас- 
смотрим Функцию 
1.258707 
гер) 
дый $ 
2 в 


где 2 будем предполагать целым и положительным. 


Отсюда 
е Вис 
(2—1) 2 .62+ 
а потому ў м 
$(2)_ _ (2—1 * 122 
до =(1—5) = 
2 2 
откуда 


1069 (0) —1089(0—1) 1 (2—5) 10(1—2) 
Разлагая 105 ( 1 — 5), в-ряд, получим 


$ (2) — (2—1) = 


ех Г а |= 
2 Б 2 Зоны АПА ЕАР 
202-82 Е Са 1) — 
ЕЎ 1 1 4 ок 1 
ай 6 Я Кард. 
з Р ОЕ 5. та 
я Т РЕТТИ 
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но 
21 7 1 
яа < яа) шн и <=, 


что при {= 5 дает 


а так как при {== 4 будет 
( 1—1 ) НЕ. 
104-1) а 40 


и так как с увеличением { этот коэФФициент уменьшается, то —= есть наи- 


больший коэффициент в нашем ряду, а потому : 
и: 1—1 5. 1 
12°“ ва = 2-1 < (в-+-.. +=.) 
что приводит к равенству 
1 1 1—1 1 0 1 
тая 198 12 ‘еп 
где 9 — некоторая правильная дробь. 
Итак, 
(о) 105$ (2) — 105 (2—1) = 57) 
Откуда видно, что 
(В) 105$ (2) — 108 Ф (2 — 1) а 0 
() 1059 (0) — 108 9(2— 1) > — 55 ЕТ 
Неравенство (8) дает 
108 (2) < 108$ (#— Л) 
где № — какое угодно целое число. 
Неравенство (ү) может быть написано так: 

юв 9(0)— 75: 2 8 900—1) — тат) 
откуда 

106 (0) — 72 > 1069(2— № — НЕСЯ 
Полагая теперь 2 — № == 2, получим: 

юве(у-= 8) <) 
ю5$(№-+ г) > 090) — в; + Ва 
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Отсюда, полагая 
Оі {108907 2) } == 0 


найдем, что 
1 
1059(2)>0> 105 9 (2) — то; 
так что | Е 
С = 106 Ф (2) — т . 
и 
Е 105 9 (2) = 6+ ть 5: 
где 9 — правильная дробь. 
Но мы имеем 
105 Ф (2) = 1051 :2: 3. 2— (2+ з)№ювг-2 


а потому 


1061.2.3 = (2+5 )1052— уо аА 


что и требовалось вывести. 
Этим мы и оканчиваем вопрос о суммировании и переходим к гегрАг 
рованию уравнений в конечных разностях. 


Интегрирование Еву в конечных разностях 


$ 15. Теперь мы переходим к отделу теории конечных разностей, ана- 
логичному интегрированию диФФеренциальных уравнений. 

Как и вообще вопросы теории конечных разностей гораздо труднее 
аналогичных вопросов теории бесконечно малых, так и интегрирование 
уравнений в конечных разностях представляет несравненно ббльшие затруд- 
нения, чем интегрирование дихференциальных уравнений, причем если бы 
мы и свели вопрос на суммирование, что аналогично приведению вопроса 
к квадратурам, то и в этом сравнительно немного пользы, потому что мы 
можем брать суммы только от весьма небольшого числа Функций — несрав- 
ненно меньшего, чем число функций, которые мы можем интегрировать. 

Поэтому понятно, что интегрирующий множитель, делающий первую 
часть уравнения полным диФФеренциалом или в нашем случае разностью, 
после чего решение вопроса свелось бы к суммированию, не может иметь 
значения в теории конечных разностей. Да и в теории дифференциальных 
уравнений разыскание множителя приводит к интегрированию уравнений 
с частными производными, т. е, к интегрированию, представляющему ббль- 
шие затруднения, так что этот множитель не имеет большого значения 
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в смысле одного из методов интегрирования,* а в теории конечных разно- 
стей при разыскании его мы встретили бы несравненно бблышие трудности. 
Мы начнем с интегрирования линейных уравнений первого порядка, а затем 
перейдем к линейным уравнениям какого угодно порядка без последнего 
члена и с последним членом. 

= Методы интегрирования этих уравнений будут вполне аналогичны 
с методами интегрирования диФФеренциальных уравнений, за исключением 
‚ того, что в настоящем случае мы не встретимся с интегрирующим множи- 
телем. : 
Вид уравнений в конечных разностях будет не вполне аналогичен 
с видом диФФеренциальных уравнений, потому что у нас в настоящем случае 
будет даваться зависимость не между разностями Функции и независимой 
переменной, а зависимость между начальным и измененными значениями 
Функции и независимого переменного, так что эти уравнения будут иметь 
такой вид: 


Рени, Уст? Ушные * ** Ува? Уж 1) =0 


где У есть начальное значение Функции. Так как 
0 +1 = 02 + Ду, У ты РА Уе-ы га ДУ гъ] =. г 24у, +7 у, и, т, д, 


то это уравнение легко привести к виду, аналогичному с видом диФФерен- 


циальных уравнений. > 
$ 16. Рассмотрим линейное уравнение первого порядка под видом 


= 
= 


. Русі = Фу 2 = У 
гле Р, Фи У суть Функции одного только 2. 
‚Полагаем 


откуда 


Уо = (и, 4-ДИ,)0 а 


так что ваше уравнение примет такой вид: 
Ра + Аи, * 0.41) + 0,0, = И 


или 
и, (Роа. а @0,) + РАм, 0, = Р 


* Лагранж выразился 0б интегрирующем множитезе так: «он хорош для различных 


теорем о нем, но не как один из методов интегрирования». В настоящее время эта мысль его 
все более и более подтверждается. " 
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Вследствие произвольности Функции ®„, полагаем · 


Р. 0а + 90, == 0 


так что 
Р.Ди, 0.4 == У 
Полагая 
0—09 и 0р "8 «ече 
получим 
Ре" . ем 4 е" = 0) 
откуда: 


- 


нижнего предела мы назначать не будем, так как он должен оставаться 
произвольным. Итак, ; 


0. = р: Я (5) 


так что 
24-1 
рс НЕ а 1 у Хч (3) 
Е А 
УХ (-#) 
откуда 
в +1 
ие == рых. 0 


Для примера интегрируем такое уравнение: 


5—10 Пу, = 1 


полагаем 
Ут = Ч, 02 
откуда 
Ув: = (м, 95 Аи) и == Ч. 0а 4 ДИ * 0 
так что 


и 100 — (2 1)0,] +2: Ди, 0, = 1 
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полагаем 
00а — (2—1), = 0 
так что будет 
ӘРЕ 
Ди, = = =: 


Пусть о, = е", так что 222% — (д -+- 1) = 0, откуда: 


Аю =" — ю(#- 1) — 1062 =4105 5 `: 
= У, 10р = 261 10р а ое 
е _х Я. 

ен вк а 0 


итак, 


уг (0—6) 2 020—1 


$ 17. Переходим к линейным уравнениям высшего порядка и расемо- 
трим сначала уравнение второго порядка: 


(1) У» 4 Руа 4 Фу, = У 


где Р, ©, У суть некоторые Функции от 2. Покажем теперь, как найти 
интеграл этого уравнения, зная интеграл уравнения без последнего члена 


У.а + Руа == Фу, == 0 = 


- положим, что этому уравнению удовлетворяют Функции 0, и и,, мы пока- 
жем, что ему будет удовлетворять и Функция 


й 


Си, + 0%, 


В самом деле, если этому уравнению удовлетворяет Функция и, , то мы 
имеем 


(*) 2 ча 4 Ри. 2 Фи, т; 0 
Умножая это уравнение на постоянное С, получим 
Ои. + РСи,,, + 9Си, = 0 
т. е. Ои, ему удовлетворяет. Точно так же найдем 


о. РО' о, + ФС о = 0 
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Ф 
Складывая эти два равенства, получим 


Сиа Оо 3 Р(Ои, о + бо.) 9(би, + 0'%,)=0 


Д 
Си, 4 С' о, 


есть интеграл уравнения (*), содержащий две произвольные постоянные. 
Чтобы по этому интегралу найти интеграл предложенного полного 
уравнения, мы применим способ Лагранжа — изменения ачы 
постоянных. 
Переходя к этому полному уравнению, мы должны предположить, что 
Си С" суть некоторые Функции от =, так что общий интеграл полного 
уравнения будет иметь такой вид: 


У = Си, + О'.0, 
Функции С, и С, мы и постараемся теперь определить. Мы имеем 


Уна == Со ача + С аа 0а = (С, АО) иар -+ (0, + АС"), 


Полагаем теперь: 


АС, иал 4 АС, 0а = 0 
так что будет 


(а) 9 о — С, иал Я Е, 0241 
Отсюда 
Уа = Со Чоло 1 С оао" ао (0,4 АС), (0, - АС), 


подставляя вместо 7, ,,› У... У, ИХ значение в уравнение (1), получим 
С 19.42 = Ри: + Фи] + С (0454 Ро. + Фи) АС и, 4 
+ 40,0, У 


к 2+8 
и +. Ри, + и = 04 4 Ро - 0, == 0 
ибо Функции и, и о, по условию удовлетворяют уравнению 


р ЕУ ри Фу, И 0 
а потому мы находим 


(0) АС, "Ча + АО, 0 У 
присоединяя к этому уравнению уравнение (а) 
(а) АС, ‘94 1 АО! 0 =0 
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и решая относительно АС, и АС’, получим: 


АС, = Ф (2); АС, =, (2) 


` в, = У е0) 0, 
С = 9 Ф, (&)-= С, 
так что будет =. 
У. = См, С, и, • Уф +, У Ф, (2) 
Таким образом мы интегрирование уравнения 
Уса Ру. = Фу, = У 
свели к интегрированию уравнения 
Уо + Ру, + Фу, 0 
Что же касается до интегрирования этого последнего уравнения, то 
оно вообще не может быть выполнено, так как математика в настоящем 


своем состоянии не имеет приемов для его н а 
Для 2 ад возьмем уравнение 


откуда 


Узы — БУ, + бУ, = 
Уравнение 


Уа — БУ: + бу, = 0 
имеет решения 2? и 3°, поэтому полагаем 
у, =0С,.2°-+ 0,7. 32 
откуда 
Уо = О, · 27" С, . 3 НАС, - 299 - ДС. 36 


полагая М 
(*) АС, - 271 4- АО," . 829—0 
получим 


5 = С, $ = тА С Р 3=+1 


откуда | 
ў = 0,299 4 01.. 398 3 Д0 099 -- АС". 898 
и затем 
АС, - 272 + ДО," . 37 — к 


Решая это уравнение вместе с уравнением (*), находим 


х 
АС, = — ое? АС, = зан 
откуда 
р. г д = Уе (1) 
0.=— 5 Ў, 2:(5) ж Со и Со Уг 5 С, 
Б, Л, Чебышев, Теория вероятностей 9» 
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Чтобы найти значения этих сумм, выведем Формулу «суммирования по 
частям». Возьмем какие-нибудь две Функции 5, и К, мы имеем 
К,)=($,-+ А8,) К. — 8, К, = 8,(К, + АК,) + 
+ К: 4,5— 8, К, 


У а > б 
. 4(8,К,)=5,АК, + К: А8, 
откуда 
5,К,= У 8, АК, У К, - А, 


положим теперь 
АК, — г «4 
откуда 
х = 
А. 
К = ой. и К „+, = У; т 


так что будет 
#41 


8, УТ У 5,1,+ У48,. УТ, 


а отсюда 

ә е. ча 
(83) У 5,7,=8, У Т, — У 46,. У Т, 

Пользуясь этой Формулой, аналогичной с Формулой интегрального 
исчисления 
[8,7,0=8 [т а |052: [т о ав 

202 2 ах 2 

получим: 


2+1 


1) (5 


2+1 


У (5) = (5 з 
х0): 0) 


(7° ( 


Но мы имеем вообще: 


так что: 


МАГИ. ОГО. | 


а потому 


Итак, 
ЗЯ 1\72 1 
‚ 6,=(5) @+0-+0, и 0 (53) (5+4) 0 
откуда 
1 ; 1\2/ 2 1 
у= 0,-2° 4-0,:8° -- (2-1): 2*— (5) (5 )8°= 
= 104-2. 0:29 0,.3° 


Это и есть общий интеграл предложенного уравнения. 
$ 18. Применим теперь тот же метод к уравнениям третьего порядка, 
которые рассмотрим под видом 


(а) Угьз + Рура + Фуа + Ву, = Р 
Пусть уравнению 
0) Уаз + Ру: = Фу = Ву, = 0 


удовлетворяют три таких Функции и, 0, №, из которых можно соста- 
вить общий интеграл его; для чего необходимо, чтобы определитель 


Ч бы Юр 
(©) | Чена Яша Фу 
Коьз бин ав 


не равнялся нулю, потому что в противном случае между этими тремя Фун- 
кциями существовала бы такая зависимость, при которой уравнение (Ъ) 
(после подстановки в него этих трех Функций и решения его относительно 
1, Р, $) давало бы для Ри О или неопределенные, или бесконечные, зна- 
чения (вообще это должны быть три линейно независимых между собою 
Функции). 
В таком случае уравнению (Б) будет удовлетворять Функция 
у: = Си, О о, 4 Сю, 
9* 
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Чтобы Функция такого же вида удовлетворяла уравнению (а), мы 
должны здесь заменить С, С’, С”’ через С,, С,', С"! и рассматривать их 
как Функции от 2. Итак, пусть уравнению (а) удовлетворяет Функция 


= ГА т! 
= Саи. С. 014 С", 


Отсюда 

Уи 00а Саръ Аи. ДО "0а АС" 0р 
пусть 

(1) АС, иа АС, 0а АС," Юа == 0 


так что будет 


р 0, у" 1) 
Уз: — 6 Мач = С, ба = С, 0+1 


~ 


Откуда 


ЗР үу 7’ 
Уча СИН О, 0+2 


Ү// А тг. у #/. 
+С, 0.451 Д0," иа АС, АО 
ГА 
полагаем теперь 


Ш) АС ч... АО о АС" ша = 0 


вследствие чего будет 
= М „7! 
Уз» = С, И. б, баа = Са + 
откуда 


У.ъ3== 0; 


У: Ӯ Е) | Б у. 
ман 9,3, 03 АО, "4,434 АС, 06-805 ИЗ 


подставляя теперь выражения 


Уаз ? Уаз ? РЕ ? У \ 
в уравнение (а) и замечая, что - 
и 8 4 Риа = и + Ви, = 0 
0+3 3" Ра 4 Ф074 Во, =0 
у. Ри... 9. 4 Ви, = 0 
ибо и, ®,, 0, суть решения уравнения (), получим 
(П) АС, ча. 4 АС, "о 


НД сж, 
ваз = АС, 29: = у 


Решая теперь уравнения (Т), (1), (Ш) относительно АС, АС,, АС", мы 


получим для них конечные и определенные значения, так как определитель 
(с) не равен нулю. Итак, мы найдем: 


АС, = 9, (2); АС, = Ф, (2); АС," = Ф,(2) 
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откуда: 
= х 0 Ор 5, Ф. (0) +45 0,' = А Ф(0) + 4, 


таким образом общий интеграл уравнения (а) будет 


9. Ам, А, 4,0, и, № Ф,(0) +0, Ў Ф,(2) + 0, А Ф, (2) 


Итак, интегрирование уравнения (а) мы свели на интегрирование 
более простого уравнения (Б). Заметим, что из выражения общего инте- 
грала уравнения (а) видно, что он состоит из двух частей: общего инте- 
грала уравнения (0) и некоторой Функции 2. Отсюда следует, что если мы 
подставим в уравнение (а) выражение у,, то эта Функция удовлетворит 
отдельно этому уравнению, потому что первая часть его обращает в нуль 
первую часть уравнения (а). 

Таким образом, чтобы найти общий интеграл уравнения (а), стоит 
только найти какую-нибудь Функцию, ему удовлетворяющую, сумма этой 
Функции и общего интеграла уравнения (Ъ) и будет общим ивтегралом 
уравнения (а). 

$ 19. Распространим теперь доказанное нами в предыдущих парагра- 
Фах на уравнения какого угодно порядка. Возьмем уравнение 


(а) Уон + Рун... Ву. 9.3, 4 Ту, == У 


тде Р,...К, 5, Т, У суть Функции одного только 2, и положим, что урав- 
нению 


(0) Угам РУ... 4 Ву уа 4 Ту, =0 
удовлетворяют ® Функций: 
о тоа 
так что общий интеграл его есть 
лато ү! и! 
уз = С’, С", СИ, +... 4 Оо, 


Допустим, что общий интеграл уравнения (а) (с последним членом) есть 


= ! " и! п 
У = ^ С, и ==. С, 02 == С, 0. лее С, 7 
И ПОЛОЖИМ; 
П Д %, = 
АС и. + АС еы. АС. Фан — 
ГА Д $ — 
(©) АС и АС "оО... + АС; и. =0 
Г и , ". 
АС, И 4-1 ЧУ, АС, ь Ви НР АС, а-н = 0 
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вследствие этого будет: 


р ГА и п 
У гал == ©, и: С, ау. 0, 7: дт 


а [1 Ш п 
Уз = С, ча Ор А РЕТИ + О юа 


е раи ә тай 54 ә &2 0355 А-а 


ГА А и п 
Си ОИ... О оны 


Узи = 2 2+1 —1 


— 1 и п 1 
Уи = Ои 0110 боры А0, иди 


НИД п. 
ЕАО и +- АС, 0. 
Внося эти выражения вместо у, У» · - · Уи В Уравнение (а) и замечая, 
что Функция и, 0,, . .. ит. п. удовлетворяют уравнению (Б), мы получим 


АС иаа АС оа... АС о = У 
Решая это уравнение, совместно с уравнением (с), относительно АСТ 
Сл", получим / 
АС, = 9, (0); АС," = Ф (0) ... А0," = Ф (0) 
откуда 
= 
С. => Ф, (2) е А; С," = У Ф,(2)-+ Аз нь С," =» $» (#2) 26 А, 
а потому. уравнение 
У. = А, и, А0, + АР + 4,940. я $: (2) 


+ 02 У $, (2)... +0, У, ф (2) 


будет общим интегралом уравнения (а). \ 
Таким образом интегрирование полного линейного уравнения 7-го 
порядка мы свели на интегрирование такого же уравнения, но без послед- 
него члена. 
Относительно Функций и, ®,,... и т. д. следует заметить, как 
и в предыдущих случаях, что они должны быть таковы, чтобы из них 
можно было составить общий интеграл уравнения (Ъ), для чего между ними 
не должно быть линейного соотношения с постоянными коэффициентами, 
Возьмем для примера уравнение 


Ува — 49 оз =; ба — 4.1 ог у 


приводящееся к виду 
Дќу == У 
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Для этого рассмотрим уравнение 
Ау. = 0 
так как четвертая разность у, равна нулю, то у, может быть всякою целой 
Функцией степени, не превосходящей трех. Итак полагаем: 
мо 1) 0,=4} ю.==2(0— 1) о, = 2(2— 1) (2 — 2) 
легко удостовериться, что эти Функции удовлетворяют уравненню 
Уса 49 из 4 60. — 40а НУ, == 0 
Полагаем, что для данного полного уравнения будет 
у, = 1-00. 8 0. (0—1) 4 О. (а — 1) (2 — 2) 
полагая затем 
А0: ДО" (2 1) + АС (5 - 1) 2 АСУ (в 1) (2—1) = 0 
АСЕ АС (2 1 2) АС (5 2) (2 1) -+ (АСУ (2 2) (2 1) = 0 
АО + ДО (2 4 3) + АСМ (а 3) (+ 2) 
= ДС" (2 3) (2 2) (2 1) = 0 
получим: й 
9+1 = О О (6 1) 4 О (2 1) 4 С". (в 1) (2 — 1) 
Уз = 04 СЕ (8 2) 4 С" (в-н2)(#- 1) + С (2 2) (2-1) 2 
Уаз = С, 4 С (2 + 3) + С (0-3) (2 2) + С (0 3)(= + 2) (2-1) 
У += + 004-0 4) СТ (в- 4)(2- 3) С (2 4) (2-3) (2-92) + 
+ АС: АО (2 4-4) + АО (2-4) (2+ 3)-- АС (2-4) (2 3)(2 + 2) 
Внося эти выражения вместо у, У... · У.а, В наше уравнение, 
получим 
АС! + АСП. (2 4 4) + АС. (2 4) (24 3) + 
+ АСУ .(2-- 4) (2 3) (2 2) = У 
"Таким образом для определения 
Аб: АОБ АОИ АСУ 
мы получим четыре уравнения. Для решения их поступим следующим 
образом: вычтем первое уравнение из второго, второе из третьего и т. д., 
тогда получим: 
АО" 4-2 (2 1)АС + 3 (2 1) АС =0 
А0" + 2 (0-2) АС" + 3 (2 2) (© 1) АО = 0 
АО -+ 2 (0 З) АС" + 3 (2 3) (0-2) АСУ = У 
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Из этих уравнений точно так же найдем: 


ЗАО 6 (2 + ПАС =0- | 
АС + 6 (= 2) АО У 5 


откуда: 5 
Е е ад 
АС, = 
ЗАСТ (2 ПИ= е 
откуда: 
Аш @е+Пу 
, А01 (0 1) Р (0 Па = 0 
откуда | 


4—5 @-+2)@+ 07 
и 
АС; + 3-08 +2) (2 1). 7 (2+ 1327 + (2 1) (0-1) =0 
откуда 


АСТ — — (0+ 1) (22 + 52 + 6) у= (2 3) (2+ 2) (2-1) И 


Отсюда имеем 


= У (43) 2) 1) 4, т 
«= у У 2) УА, | 
0 56 10)У4, 

и 1 Уунд 


Итак, мы ваходим: 
04-4, 6—04, 20—106) а" 
= У 2. (2+8) (0+ 2)(2+- 1) 7+ < та У (2-2) У 


—5@—1) У@-+1 + 2@—1)@—2) зе 
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Таким образом общий интеграл выразился при помощи суммы некото- 
рой Функции, удовлетворяющей уравнению 


~“ 


Ау, == У 


и произвольной целой Функции степени на 1 низшей порядка уравнения. 
Существование последней части общего интеграла можно было предвидеть, 
потому что вообще разность 9-го порядка от целой Функции (и — 1)-й сте- 
пени равна нулю. 

Так как рассматриваемое уравнение приводится к виду 


Ау = у 
то его общий интеграл должен иметь такой вид: 
у, == ых ры рӯ гу. У-+ 4, +4,5- 4,5 (&—1)-+ Ааа — 1) (2 — 2) 
Отсюда следует, что 
а и = л , 
„ЭУ: = 578 У (2-3) (2-2) (2—1) + 


1 
+5 Э; (2 2) (2-1) У 


(34) — 500—1) У@+П7-+=@—П@—2) УУ 


Таким образом мы четверную сумму свели на простые суммы. 

Идя таким же путем, мы могли бы я-кратную сумму свести на про- 
стые суммы, но мы можем для этого итти и по другому пути, пользуясь 
Формулой преобразования двойной суммы, которую легко вывести из урав- 


нения 
=+1 


Ув т. = 6, УТ У Ӱт, 


полагая 
Т.=1 и 8,== р 4 . 
найдем: 
к 2+1 
Ут = УТ =—=р041, \ А5, = 
так что мы получим “ 


р Ух У у— У, (су 
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у 
к ә) ча) ь \ ь 1 ча . 
Бу ои 

но по предыдущей Формуле 


УУ (2+1) 7-2 У (0+ Пт У (2-1) 


Отсюда 


полагая 
бо ие 
и замечая, что 


#+1 
2—1). “! 2(2-- 1) 
Уе Ч, ае 
получим 
УғУг= 269 Уу УЕ 
так что 


є < ^' _ 2(@&— 1) < Кг 2(2-- 1) 
в 1.9 ИЕР р 


+ У (2-19 7—2 У (21) = 
=. У, (8 2)(2- 1) 7—ғ У (24-1) 7+ 3-2(2—1) У К 


Отсюда | 
УУУ У=т У У@-+а+ пу Уз У (1) 
+ Уг@—1 УУ 
Но 
У Ук. 2) (2+1) 7=2 У (2+ 2)(2-1) 7— У (2--2)(2--1)У 
№ @-+-ПУ=1 202—1) У (в 7 Ху 
к 2(2—1)(#—2) (2-1) 2 (2 — 1) 
50) 5 Рр ЕЕ 
а потому будет 
ХУУ Уу 2 У ( (2 + 2) 1) т У@-+2) (2-1)? У— 
псува У@-+ 7 
+4 У 2( 2(2-+ 1) У 2000—10) (0—9) У 7 


У (0 10) (1) 7 У (2-68) 200241) 


1 
ыы 


а \ (+ 9) (24 1) Р—5 2—1) У (2+1) 
+2@—1@—2 У д 
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Поступая таким же образом далее, мы сведем я-кратную сумму на 
простые, так что вообще будет 


и 


а а а 


1 8—х 
ЕВ У@—.—П@—г—2)...@—.—п-+ 0, 

$ 20. Переходим теперь к интегрированию линейных уравнений без 
последнего члена. 


Эти уравнения будут иметь вид 


(2) Ув Руни = Фуа: би Т-9,=0 


Если коэфФициенты Р, ©, ...Т не постоянные, а Функции от 2, то инте- 
грирование этого уравнения вообще не может быть вьшолнено при настоя- 
щем состоянии математического анализа. Оно легко интегрируется, как мы 
уже видели, в случае первого порядка, и кроме этого случая, известно еще, 
что уравнения второго порядка вида 


(а) (2—9) (0 — В) У.а — (02 0) у. Ау, = 0 


могут быть проинтегрированы. Кроме же этих случаев, нам почти ничего 
не известно 0б ивтегрировании этих уравнений. 

Если же коэффициенты Р, (0), ... Т постоянные, то это уравнение 
всегда может быть проинтегрировано. Мы теперь и рассмотрим этот довольно 
общий случай. 

Пусть у == 4°, где / есть пока неизвестное число; внося это значение 
в наше уравнение, получим 


Поч 4. Франт а речта +... + бен + ТЕ? = 0 


Сокращая это равенство на А”, получаем уравнение -ой степени для опре- 
деления /:; 


0% -н Ріт-1 4 Он... а 88-- Т= 0 


Рассмотрим сначала случай, когда это уравнение не имеет равных 
корней. 
_— Пусть корни его суть 
КМ, ый, 


е 1) 9) 8) 

тогда Функции 
} (27 а . 2 

К В, 0 итд. 
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будут все различны между собой и каждая из них будет удовлетворять 
ея (2), а потому общий интеграл его будет 


РЕЗ. — 0,0, .., + С 
Для примера возьмем уравнение 
У — БУ га 3 60. = 0 
полагая у, =”, получим для определения / квадратное уравнение 
№ — 5 6 = 0 № 
Откуда 
К=8 и = 2 
поэтому общий интеграл будет 
у, = ©,: 3° + (,.27 
$ 21. Рассмотрим теперь случай, когда некоторые из корней урав- 
нения 5 
0 а Р а 2 4...4 68.0 Т 0 
равны между собою. 

‚ Этот случай обыкновенно рассматривается в зависимости от предыду= 
щего: изменяют бесконечно мало коэффициенты этого уравнения и потом, 
находя по предыдущему способу интеграл, полагают эти изменения рав- 
ными нулю; но мы будем рассматривать этот случай отдельно. 


Пусть р 
(а) 1 [0 а Р а о... -%- 1] = 1. (0) 

Если /(®) = 0, то у будет удовлетворять уравнению Е \\ 
(В) У о-в + ра ЈЕВР Е уни ао 80,1 = Ту, = 0 


ПродиФФеренцируем тожество (о) по /: 
(дни а Р(а а т —– 1) 021" (п 2) о"... 
+ (04 1) 81 4 2100 == в К (К) а К р (0) 
Если допустим, что 
К0=0 и 700) =0 


то Е будет двукратным корнем уравнения /(/) = 0, а потому, умножая 
полученное равенство на /:, получим 


(дв Е" -+ (1—1) Р. "+... + (2 1) 8. + -- ТК =0 
7 
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Отсюда видно, что уравнению (В) удовлетворяет величина 
у: = ак 
Итак, если /, есть двукратный корень, то уравнению (8) будут удо- 


влетворять две Функции А,” и 2/,°, соответствующие этому корню. 
ПродиФФеренцируем теперь по букве А равенство 


(2 п) К" 4 (п — 1) РЕ" 4... (4 1) 58098 Тай = 
= 1° Р(К) а +" Р (0) 
мы будем иметь р \ 
(2 п) 8972 (ани 1) Р. 92 4. а (2 125. -н 
Т.А ЕН + (204-1). (0) 
Если А есть трехкратный корень, то 
®=о0; Р(0) = 0; Р" (0) = 0 
и потому, умножая предыдущее равенство на А, получим 
(сын Рен 1) 0997 4, а 8(0- 1) + Те —=0 
отсюда видно, что 2?" есть решение уравнения (8). 
Итак, если №, есть трехкратный корень, то уравнению (В) будут удо- 
влетворять три Функции &,”, 27°, 221,°, соответствующие этому корню. 


Отсюда видно, что если й, есть т-кратный корень, то уравнению (8) будут 
удовлетворять т Функций 


№”, ВЕ. 0е109 
Для примера возьмем уравнение 
Уа — 40.3 — бу. -—4У,ы +9, == 0 


полагая > 
у: = 


получим для определения № уравнение 4-ой степени 
А — 418 - 602—401 = 0 


приводящееся к виду 
(8—1) = 
и, следовательно, имеющее четыре корня равных 1, поэтому общий инте- 
грал этого уравнения есть 
4– С,2 С, а? + С, 2 


у, = 0, 
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Возьмем еще уравнение ` 
Ува 202+ Зи == 0 
полагая у, == ”, получим для определения № уравнение 
0— 212 4 1 = (0 — 1) = (Е 1) (0 — 1) 

имеющее два корня равных 1 и два корня равных —1, поэтому уравне- 
нию | 

Ува Р 20.42 с: 5 У 
удовлетворяют четыре Функции 

17; 21°; (— 1), и 2(=1} 
и общий интеграл его будет 
у, = С, 0,2 С, (= 1) - С,2(— 1) 
$ 23. Предполагая теперь, что все коэффициенты уравнения 
0% Р а О *-...-&-Т=о 
суть действительные числа, допустим, что некоторые из корней его суть 
мнимые количества. В этом случае общий интеграл уравнения 
ањ +: РУ Фуи 4604080, 4 Ту, == 0 

можно привести к такому виду, что он не будет содержать мнимых вели- 
чин. В самом деле, полагая 

№, = р + 901—1 
мы должны заключить (так как коэффициенты уравнения вещественные), 
что существует некоторый другой корень \ 

к==р —4У— 1 
Сумма членов общего интеграла, соответствующих этим двум корням, 
будет 

С, (раа 0—1)? 0, (ра 1)? 

полагая здесь ў 


У —0у—1 


ра+-40—1 = + и р—90—1 = е 
и полагал, кроме того, 


20, = дұ ан де 
получим 


СА + 0,6 = =” [0909011 ем] — Ду? сов (В+ ба) 
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. 
Это выражение можно представить также в другом виде: мы имеем 
Ат” соз (В -+- да) = А [соз В. соз 0 — ѕіп В. ѕіп 02] 
полагая здесь 


А созВ=с; — Азѕір В — с, 
получим 


С° - ОК, = Ат соѕ(В ~ 02) = ст соз 05 = с, зіп 0х. 
Таким образом преобразуем и другие члены общего интеграла, соот- 
ветствующие мнимым корням. Если бы Ё,, следовательно и №,, были бы 


двукратными корнями, то, как нетрудно видеть, члены общего интеграла, 
им соответствующие, привелись бы к такому виду: 


С,” = О, 21, 4 СЁ’ 4 Са, == 77 [ А, соз(В, ж 02) 


+ 4,2 с03(В,-н 02)] 
Для примера возьмем уравнение 


Ув =, == 0 
В данном случае для определения /: получаем 
0-4-1 = 0 


К = 1—1; К =—У—1 
так что общий интеграл будет 
У» == С, (У 1)° 5 с, (— ГЕ 1) 


У— 1 = еу = с080-+ У— 1 ѕір 0 
— М1 = теб соз 0 — ү 1 зщ ө 


дающее: 


полагая 


найдем: 


а потому общий интеграл будет 
т 


.. 7 
о с, 1 5 2. 


у, = Аовз( В 1 =) = оосо 5 


2 

$ 23. В заключение приведем решение одной задачи, не имеющей, 

повидимому, ничего общего с ннтегрированием уравнений в конечных раз- 
ностях, но решение которой сводится на последнее. 

Задача эта заключается в следующем: определить высший предел 

числа делений при отыскании общего наибольшего делителя двух чисел 


Аи В. 


МАЛМУ.ГСіП.Ого.рі 


— 144 — 


Пусть 4А < В, положим, что при делении Б на 4 получилось частное 9; 
и остаток В,, при делении А на Е, — частное 4, и остаток В,, при делении 
Е, на В, — частное 4. и остаток В, ит. д., и пусть последний остаток есть 
Е... Как известно, А, ‚, есть или 0 или 1. Таким образом мы получаем 
следующие уравнения: 


В = А + Е, 
А = Е,9,+ Е, 


Е, = В,4, + Е, 


ъ- =: В о ге А, 
В, = — В... -= В, 


т 


из которых видно, что нам придется произвести, таким образом, (®-н 1) 
деление. При этом мы получаем числа 


В рва у ВЕЕ 


п+-1 ? п—1 °* 
идущие в возрастающем порядке, причем А, поставлено вместо А. Здесь 
Н, не может быть меньше 2, а потому | 


К, 2 
точно так же А, _,, очевидно, не может быть меньше трех, так что 
В, 1538. 
Возьмем теперь ряд величин 
Уо» ЧУ, у, ее У» Уа+1 > 0+2 › "е Уф» У» 
идущих в возрастающем порядке и удовлетворяющих неравенству 
(+) у, не > Ер _„ 


причем 
%=2 и #9, = 38 


Легко видеть, что условие (ж) будет удовлетворено, если вообще 
Узы» == Усад + Уд 
в самом деле, предполагая, что 


Уз- не > Я и У. не > си 
мы будем иметь 


20 


Уна В > НИИ м В, 


\ 
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Но мы имеем 
В 


п-2—2 ЕА п—2-—1 Чи з: 22. 


а потому 
а а а Я = В, 
и следовательно, 
г. 9 2+2 не У Е 
но мы имеем 

у не>В, и цие> В, , 


_ и следовательно, вообще 
е >. Хр 
Но, интегрируя уравнение 


мы получим 


пав 


причем произвольные постоянные С, и С, определяются из условий 
0==2 и у, = 3 


которые дают такие уравнения: 


С С, = 2 
14-5... 1—5 
5 — С, р] НЫ 
откуда следует: 
ү5 9 5—2 
С =—=; 8 — 
У5 ү5 


Таким образом находим 


(ни) ару 


а потому 


м) а>. 


полагая здесь % == и замечая, что Е = А, получим 
- а г в а ; 
заз =: у ) 23а 
ү5 9 ү5 2 


Б. Л. Чебышев, Теория вероятностей 


2 
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но 


46) сол В оов 
а потому т Е 
б) — 0.08) < 4 
откуда у (5 
5-2 [1 ү5\" ‚15 
т ( > ) < (А + 0.08 с 


а так как А не < 2 и, следовательно, 


440.08 = 4(1 + 8) <А. 1.04 


то 


1+ үбү" Баа (15) ү5 
(9) 41004 ат 4:082 е 


логариФмируя получим 


108.4 +105 0.52 + 1юв (1-н 5) +106 У5 — 108 (2-- ү5) 
10р (1 -+ ү5 ) — 1052 


9+ ү5 
тот: 
2 


(ис 


но 
2+ ү5 > 4 РЄ 1 
0.52 (1-5) ү5 “ 0.52 (ү5 5) 0.13 (7--ә) 


где х — правильная дробь; так как ү5 < 2.24, то а < 0.24, и следова- 
тельно, 


1 
а<т 
итак, 
2+ У5 1 2 т 
0.52 (14 ү5 )ү5 0.13 (7+) 91-32 
а потому 
102 А 
и — 1-+ \5. 
105 


2 
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но ү5 > 2.286, так что 


Іор => 1051.618 = 0.2090 
и потому у" " 
1+ ү с, 
105 5 > Е 6 
Итак, мы находим 
п1< 5105 А 


называя же через № — число циФр числа А, мы будем иметь 


106 АМ 
а потому Рик. 
п+-1 < 


Таким образом мы приходим к заключению, что при отыскании общего 
наибольшего делителя чисел А и В, причем А < В, придется произвести 
число делений, во всяком случае меньшее упятеренного числа цифр в мень- 
шем из чисел А. 

Этим мы и оковчим теорию конечных разностей. 


10* 
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Теория вероятноетей 


Законы вероятностей 


$ 1. Теория вероятностей имеет целью определить шансы для совер- 
шения известного события, причем под словом «событие» разумеется вообще 
все то, чего вероятность определяется. 

Таким образом слово «вероятность» служит в математике для означе- 
ния некоторой величины, подлежащей измерению. 

Очевидно, что вероятность зависит от двух только величин: от числа 
случаев, благоприятствующих событию, и от числа всех равно возможных 
случаев, так что называя вероятность какого-либо события через Е, первое 
число через т, второе через э», мы будем иметь 


Е = (т, (н.в) (9, п) 


где ф есть такая Функция, которая увеличиваетея с увеличением т и умень- 
шается с увеличением 7; но нетрудно согласиться с тем, что вероятность 
не должна меняться при увеличении чисел всех возможных и благоприят- 
ствующих событию случаев в одном и том же отношении; это принимается 


в теории вероятностей за аксиому. Вследствие этого Функция ф не должна \ 


меняться, если мы в ней заменим 2% и ® через т и №, где А — произволь- 
ный множитель; отсюда следует, что 


г) 


т. е. вероятность есть Функция от отношения числа благоприятствующих 
случаев к числу всех равновозможных случаев, причем эта Функция, если 
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упомянутое соотношение принять за независимую переменную, должна быть 
ункцией возрастающей. Что же касается того, каков вид этой Функции, 
то это нам неизвестно, и потому для означения вероятности мы можем по 


т 
произволу взять какую угодно возрастающую Функцию отношения 


В математике и принимают само это отношение, как самую простую 
Функцию, за выражение вероятности. 


т 
Отношение > › Которое мы будем теперь означать через р, и прини- 


мается в математике обыкновенно как определение вероятности в смысле 
величины, подлежащей измерению. 

Если р = 0, то вероятность обращается в несомненность того, что 
событие не случится, точно так же ебли р = 1, то вероятность обращается 
в несомненность того, что событие случится. 

Эти два крайние случая, выходящие из области вероятности, мы, 
как и везде в математике, рассматриваем как предельные случаи общего, 
и в этом смысле мы рассматриваем вероятности, равные нулю или единице. 

° Выше мы определили слово «событие» как один из терминов; ветре- 
чающихея в теории вероятностей; теперь мы прибавим, что событиями 
‘несовместными мы будем называть такие события, которые не могут 
иметь места при одном и том же случае. Так, напр., вынуть из колоды карт 
треФовую карту и туза суть события совместные, вынуть же (вынимая 
только одну карту) треФовую карту и чтобы это был червонный туз — 
события несовместные. 

Рассмотрим теперь основные свойства вероятностей, выражая их 
в виде теорем. 

$ 3. Теорема 1. Вероятность тою, что случится одно из двух несо- 
вместных событий, равна сумме их вероятностей. 


т 
Положим, что Е и 27, суть два несовместные события и пусть р == о 


- т 
есть вероятность первого из них и }, == г есть вероятность второго. 


Так как события Е и Е, несовместны, то случай, благоприятный для 
первого, не будет благоприятным для второго, и обратно; поэтому число 
случаев, благоприятных событию (Ё или Е), есть т-н т, число же всех 
равновозможных случаев остается прежним, равным л, а потому вероят- 
ность Р того, что случится одно из этих событий, есть 


р тт 
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Это теорему легко распространить и на какое угодно число несовместных 
событий. В самом деле, пусть Е, ЕВ, Е,, ... ит. д. суть несовместные 
события, вероятности которых 


т. А _— 7%. 
Я ИН эче 


Вероятность того, что случится одно из двух событий Е и Е, , или вероят- 
ность события (Ё или Е,) есть 
мат в б 

т 

Отсюда следует, что вероятность события (Е, Е, или Е,) есть 
(т 4 т) т, 

л 
Рассуждая таким образом далее, мы вообще найдем, что вероятность Р 
события (Е, Е,, Е,, ... или Е.) есть 

Р== а ра-руа-рь+ ... +0, 
Заметим, что если в Формуле 
Р=р-+ 2р, 


мы положим Р== 1, то события Е и Е,, вероятности которых суть р и р,, 
называются в этом случае прямо-противоположными. Таким образом для 
прямо-противоположных событий вероятность одного есть дополнение до 
единицы вероятности другого. 

Так как вероятность того, что какое-нибудь событие случится или не 
случится, есть всегда 1, то зная вероятность р того, что событие слу- 
чится, мы найдем вероятность р, того, что событие не случится, по Фор- 
муле 

2; = 1 р 

Теорему, доказанную в этом параграфе, можно высказать еще так: 
если одно и то же событие имеет несколько различных несовместных ви- 
дов, то вероятность е равна сумме вероятностей ею видов. Если вероят- 
ность одинакова для все видов, то вероятность события пропорцио- 
нальна вероятности каждою отдельною вида и пропорциональна числу 
видов. 

5 3. Теорема 2, Если вероятность события Е есть р и вероятность 
случиться событию Е после того, как случилось событие №, есть 4, то про- 
изведение рд есть вероятность совместности этих событий (случиться Е | 
и после нею Е). 
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Пусть 
С,, Су, С»... С. Ор, Сул +. Сы» © 


т п 


представляют равновозможные случаи, и р. из них, взятых в том порядке 
как они написаны, — случаи, благоприятные для события Е, положим далее, 
что т: из этих последних случаев благоприятствует событию 2. Вследствие 
этого 

а 4 т 
так как при определении 4 мы должны за число всех возможных случаев 
брать и. 

Отсюда следует 


но 7% есть число случаев, благоприятных как первому, так и второму собы- 
тию, а я есть число всех равновозможных случаев как для первого, так и 


т 
для второго события, а потому == есть вероятность того, что оба они слу- 


чатся одновременно. 

Если 7 есть вероятность события С после того, как событие Ё имело 
место, то д^ будет вероятность того, что события Ри С случатся одно- 
временно, а рд” есть вероятность совместного появления трех событий 27, 
Е, С. Рассуждая таким образом далее, мы распространим эту теорему на 
какое угодно число событий. 

В частном случае, если вероятность события 2, после того как слу- 
чилось Е есть 4,, вероятность события №, после того как случилось 2, 
есть 4, ит, д. и, наконец, вероятность события Ё, после того как случи- 
лось Е, есть д. и если 

А рг г — Чи 
где р есть вероятность события И, то вероятность совместности этих & -+- 1 
событий будет к 

р `9, 93 4 -.. 9% р 

$ 4. Для примера решим такую задачу: положим, что мы имеем сосуд, 
содержащий в себе белые и черные шары, и положим, что мы вынимаем 
из него один из шаров, кладем его обратно в сосуд, снова вынимаем шар 
из этого сосуда и повторяем эту операцию { раз. Спрашивается, какова 
вероятность при этих / «испытаниях» вынуть черный шар. 
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Под словом «испытание» мы будем разуметь такое стечение обстоя- 
тельств, при котором событие может иметь место. 

Пусть вероятность при одном испытании вынуть черный шар есть у, 
тогда 1 — р есть вероятность того, что это событие при одном испытании 
не случится. Вероятность того, что событие не случится и при втором 
испытании, также будет 1 — р, потому что шансы событию случиться 
остаются прежними. | 

Итак, при двух испытаниях вероятность того, что это событие не 
случится, есть (1 — р)?, при трех она равна (1 — 7)... , при Ї она равна 
(1— р), а потому вероятность того, что событие случится, т. е. будет 
вынут черный шар, есть 


Р=1—(1— р). 


Если р есть весьма малая дробь, то в разложении 


2 
Іов (1 — р) = 2.105 (1 —й=#-| —» ее. $ `-| 


можно остановиться на первом члене, вследствие чего мы будем иметь 


(1—2) = 
а потому 
Р=1-—22=®. 


85. Для другого примера постараемся решить такой вопрос. Опре- 
делить вероятность того, что наугад взятая дробь сократима. 


А 
Пусть т есть наугад взятая дробь, и пусть Р есть вероятность того, 


что эта дробь несократима. Легко видеть, что эта вероятность «сложная» \\ 
из вероятностей р,, },, р, 0;, ·· · Б, (где т есть какое угодно простое 


число) того, что дробь т не сократима на 2, на 3, на 5, на 7, ... на т, 


Поэтому 
Р==р, р: 
Определим теперь р. 
Вероятность того, что дробь несократима на число эл, найдется, если 
мы найдем вероятность того, что числа А и В не делятся ва т. 


Положим теперь, что мы делим А на т, при этом в остатке могут 
получиться только числа: 


О: бо вькя 
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1 

Отсюда видно, что вероятность того, что А делится на т, есть = Точно 
1 1 

так же вероятность делимости числа В на т есть =» а потому „; есть ве- 


роятность совпадения этих событий, т. е. вероятность 10го, что дробь 4 В 


сократима на т, а потому 


д 
т = 1— = 


Р=(1—5) (1-я) (1—5) (1—2)... (1—2) 


где т есть число простое. 


_ Итак, 


Отсюда 
е: 1 1 р: 1 1 1 1 
РЕЗ У тураи зра + 54 55 25 ны Не =. 
т Е т" 


сумма же этого ряда, как показано в $ 20 курса «Определенных интегра- 
2 


п 
лов», есть === 


Этот результат нетрудно вывести и непосредственно. Известно раз- 


ложение 
т 2 а? а? а? \ 
а (1—5) (1а) (1). 


но мы имеем 


А ВЕ „0РСа 
ТЕ 6 120 
а потому 
08 2А а? а? 
ю[1— 7-15’ ‚== в (1—5 )-нв (1— и) 
у: 
+108 (1 =) " 
ИЛИ 
рее а? а? а? 
одеа ОГУНА 9 


Отсюда, приравнивая коэффициенты в обеих частях равенства при 
одинаховых степенях х, будем, между прочим, иметь равенство 


ма е О В Еа, = 
На 5 а 
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так что 


а потому Р= 6: т.е около ей 

а ам 10 

Если же через © назовем вероятность сократимости дроби, то по- 
лучим 

6 
= 

Называя теперь через Р, — вероятность того, что какая-нибудь дробь несо- 
кратима, когда уже известна ее несократимость на 2, 3, 5, получим 


Р-н) 6-5) 


откуда 
а 1 ЕЯ 92. 82. 5? ЗЕ 
07 д? 1—55 1—5 РОНЕ. п? (92 1) (821) (862—1) 


но 87° = 8 . 9.87 = 78.97, получим 


75 
В =т9 
откуда 
1-5 роди. 
0 79 
так что 
1 
1921 —2>5 


таким образом, если известно, что дробь 5 несократима на 2, 3, 5, то 
вероятность того, что она несократима и на другие числа, заключается 
1 1 

между то и 26°. 

$ 6. До сих пор мы занимались законами, дающими возможность опре- 
делять вероятности «а ргіогі», теперь мы перейдем к законам, относящимся 
к вероятностям, известным под названием вероятностей «а роѕќегіогі», и при 
этом заметим, что эти законы уже далеко не отличаются тою строгостью, 
которою обладают два изложенных нами, так что на них скорее следует 
смотреть как на гипотезы, а не как на законы. 

Теорема 3. Знал, что событие Е случилось и что оно моло случиться 
с событиями Е, Е,,... Е,, вероятности которых суть Р,, Р,,... Р, ш 
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которые не зависимы одно от друюю, мы найдем, что вероятность ©’ 
7100, что событие Е случилось вместе с событием Е,, выражается та-- 
ким образом: 
р 
У Ры-+Р, р. -+...Р, р; 
10е р; есть вероятность события Е после тов как случилось событие Е... 
Пусть п есть число всех равновозможных случаев для событий 
Е, Е, :.. Е, ит, — число случаев, благоприятных событию Ё,. Так как 
события №, Е,,... ит. д. не зависимы друг от друга, то в числе 
этих т; случаев нет случаев, благоприятных для других событий. Таким 
образом 
н. 
Ет 
Положим теперь, что в числе этих т;, благоприятных для события Е, за- 
ключается А; случаев, благоприятных событию Е, тогда 


Зы. 
21 — т; 


х5 


и мы получаем 
^; 


мв... 


а подставляя сюда вместо Л,, /,,... их значения, получаем 


Положим для примера, что мы имеем две группы карт Аи В, и пусть 
группа А состоит из двух кучек, в каждой из которых находится по две 
красных и одной черной карте, а группа В — из одной кучки, содержащей 
только три красных карты. 

Положим, что мы вынимаем % раз под ряд красную” карту. Спраши- 
вается, какова вероятность того, что вынутая карта принадлежит группе А. 
При этом предполагается: 1) что наложив руку на какую-нибудь группу, 

мы все выемы делаем из этой группы; 2) что после каждого выема карта 
_ возвращается в ту кучку, из которой она была взята. 

В данном случае событием Ё, служит выемка карты из группы 4, 
а событием Ё, — выемка карты из группы В; Р, есть вероятность того, что 
выемка производится из группы .4; Р, есть вероятность того, что выемка 
производится из группы В, & так как груша 4 заключает две кучки, 
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:а группа В — одну, и мы считаем равновозможным, что под руку попадается 
любая кучка, то будет: 


2 
3 
- 5 9 п 

нуть я раз под ряд красную карту из этой группы есть (5) ‚ вероят- 


Вероятность вынуть красную карту из группы А есть =, а потому вы- 


8 
ность же вынимать красную карту из группы В есть 1, таким образом 


поэтому вероятность того, что т раз вынутая красная карта принадлежит 
груше 4, есть 


2үъ 2 
О Е 
— тоүп 5 1 о 31 — 1 /8\% 
(8) 627 1-5: (5) 


Отсюда видно, что с увеличением % до бесконечности эта вероятность при- 
"ближается к 0; вероятность же 
\ 


оч 


того, что вынутая карта принадлежит к группе В, приближается к единице. 
Для другого примера определим вероятность того, что экзаменующийся, 
хорошо ответивший на / билетов, ответит хорошо и на остальные. 
Пусть М есть число билетов, 3 
Экзаменатор предполагает, что экзаменующийся может хорошо отве- 
тить на 
АЕ Е ОА РРА 
‘билетов, и все эти события (число которых М№-+ 1) считает равновозмож- 


1 
ными. Вероятность каждого из них есть ути так что 


о 1 
р, Р... = Аа = т 


В данном случае р, означает вероятность того, что экзаменующийся, 


вынимая { билетов, ответит на них, если известно, что он может ответить 
7% 2 
на 2 билетов. Чтобы найти эту вероятность, заметим, что =, есть вероят- 


ность того, что экзаменующийся, при сделанном условии, ответит на 1 билет: 
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Но после того как этот билет вынут, остается еще №— 1 билетов, пз ко-- 
торых он может ответить на 2 — 1, из этих № — 1 билетов ему под руку 


может попасться любой, значит вероятность того, что ему попадется билет, 


2—1 
на который он может ответить, есть мг таким образом вероятность. 


того, что экзаменующийся ответит на два билета, есть 


у & 2 — 1 
М М№—1 


Продолжая рассуждать таким образом, найдем, что ‘ 


Е ТИСТЕР). 
Фа рр. 


Поэтому, называя через @, — вероятность того, что экзаменующийся отве- 
тит на 2 билетов, получим . 


СА ый. 2 — ш— 1-1 у 
7) М М—1 0—2 М—1--1 А-1 
а м 


~ (0—1)... 0 —1--1 а 
— м 07—1),.. МАЕ М1 


Замечая, что 


+1 \ 
а ун Е ац 
находим 
0 _ 2(&—1) (4—2)... (2—11.@%+1 
27 (+1) М.И)... 
а потому 
2141 
= У | 


$ 7. Переходим теперь к четвертому закону, на который можно: 
смотреть как на следствие предшествующих. Этот закон можно Формули- 
ровать в виде следующей теоремы. 

Теорема 4. Вероятность Н события @ после тою как случилось собы- 
тие Е, появление которою возможно только вместе с одним из событий 


Е, Е,, Еф... ит. 0., независимых между собою, если событие @ также 
возможно эко в том случае, кода имело место одно из событий 
Е, Е,,... , определяется по формуле 
Р 
и Р, +Р,р,9, 4... д, 20.92 
вх Я 
Рр + Р,р і г. Ў Р,р, 
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где Р, и р, имеют те же значения, как в теореме 3-й, а д, есть вероят- 
ность события (С в гипотезе Ё,, т. е. вероятность этого события после 
"того как событие Ё, имело место. 

Положим, что событие Ё имело место. Вероятность того, что это со- 
‘бытие имело место вместе с событием Ё,, по предыдущей теореме будет 


Р, . рь, 
Р, р, + Р, р, 4 Рур... 


“Отсюда вероятность того, что событие ( случится в этой гипотезе, будет 


Рр. 92 
Рр, + Р,р, + Рур ... 


Но событие (С может только случиться или с событием Ё,, или с собы- 
тием Р, ит. д., а потому вероятность того, что оно случится вообще, есть 


н Р. 64 њьч ... _ № Рео 
Ра, + Р,4.+Р 4+... Е 


Рассмотрим такой пример: экзаменующийся вынимает # билетов и от- 
вечает на них удовлетворительно. Спрашивается, какова вероятность, что 
и на следующий вынутый билет он ответит удовлетворительно. 

Пусть № есть число билетов. Событие Е есть вынутие і удачных би- 
летов. События или, лучше сказать, гипотезы Е, Ё,,... суть предполо- 
жения, что экзаменующийся может отвечать на 


Е о УУ 


билетов. Предполагается, что все эти гипотезы имеют одинаковую вероят- 
‚ность, так что 


Р=Р=Р=...=Р, =... Ру} 


ЗЕЕ 
‚(конечно это предположение не правильно). 
Вероятность р, того, что экзаменующийся, будучи в состоянии отве- 
"тить на 2 билетов и вынимая $ билетов, отвечает на них удовлетворительно, 
выражается Формулой 
_& #—1 2—2 2—11 


Рита ла 


Событие (С состоит в том, что экзаменующийся может ответить удовлетво- 
рительно на (7 ~ 1)-ый билет. Вероятность этого события в гипотезе Г, 


есть 
2—1 
9. —.. Г) 
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Вследствие этого искомая вероятность Н найдется по Формуле 


р 1 . =. 24 &—1+1 х—–]1І 
- М1 МММ М9 


г зе (2—0) 
гЗ, (2—1)... (28—141) 
Но мы имеем: | 
У 26-1. е р 05.0... 9 


12 
№41 


У В. 


а потому 


ая 1 Су: М.и 1).. ыы +1 1+1 
У М.М... И! ‘ГЕ Го 


“Заметим, что вероятность, определяемая при помощи четвертого закона, на 
столько же мало согласуется с действительностью (т. е. с нашим внутрен- 
ним убеждением), как и вероятность, определяемая при помощи третьего 
закона. 

Этим мы закончим изложение законов вероятностей и перейдем к их 
приложениям, причем мы начнем с вероятностей а ргіогі, т. е. с приложений 
тервых двух законов. 


0 математическом ожидании 


$ 8. Мы будем теперь иметь дело с величиной, называемой матема- 
чтическим ожиданием. Эта величина, как и математическая вероятность, 
представляется в том случае, когда мы определяем шансы для известного 
события, но она имеет большее значение на практике, чем самая вероят- 
ность, потому что на основании ее у нас составляется суждение о том, 
что мы можем ожидать перед появлением известного события. 


МАЛЛА. гСіП.ого.р! 


= 100 


Положим, что 
25... .-; 
суть вероятности несовместных событий 
Рр ор ОЧИ 77 


1 


_ И что мы ожидаем появления одного из них, Положим теперь, что 


а, @,, а,,...а; 


1 72) 


суть величины, измеряющие эти события (так, напр., если события предста- 
вляют известные выигрыши, то @,, а,,... а; представляют величины этих 


выигрышей), в таком случае величину 


ар ар. +... вр: = $ ар 


мы будем называть математическим ожиданием того, что одно из этих 
событий будет иметь место. 

Әту величину будем просто называть математическим ожиданием 
количеств 4;, @,, ... а;. 

Если у нас имеется только одно событие №, то математическим ожи- 
данием его будет а, р,; эта величина и представляет то, что обыкновенно 
называют математическим ожиданием количества а, . 

Мы теперь обратимся к решению такой задачи: 'пояожим, что мы 
имеем количества 2, у, 2, ..., из которых первое может иметь только 
одно из следующих значений: 


второе — одно из следующих: 


третье — 


причем число количеств 2,, 2,,..., 01, 2»: ++, 21, 2,,... Может быть 
неопределенно велико, Положим еще, что вероятность того, что 2: имеет 
значение 2) , есть р), что у имеет значение у,, есть (> что 2 имеет зна- 
чение 2,, есть 7, и т. д. На основании этого постараемся найти вероят- 
ность Р того, что сумма 


у -а,-... 


заключается между известными пределами Г, и М (эти пределы, как мы 
увидим далее, не будут совершенно произвольными). 
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Назовем соответственно через а, 6, с,... — математическое ожида- 
ние величин 2, у, 2 ит. д., так что 


=. У 2); №94 в Хи; 
Назовем еще через а,, 0,, с,, ... — математическое ожидание квадратов 
величин 2, у, 2,..., так что 
б 
== 2 . — 2 : — 2 . 
бр Уа Р); 0, ж. Уу, Риз "0 —= У "5 
так как, по нашему предположению, х непременно должно иметь одно из 
значений 2,, 2,, ... 2;, у— одно из значений 7,, 7,, ..., то 
чә! 
Уље Хань Уһ 
Рассмотрим теперь сумму 
8= У [а 4-9-2, 6—9 —0—с...]р9,2,.. 


распространенную на все указанные выше значения 2, у, 2. 
Полагая 
бану... —6—в—... 
мы будем иметь 
= 
= Ушр-—а- Ор 4”, . - 


ИЛИ 
8 №002 0 9) Од", -- + Орд", 
но . 


Хел = Уел У»... = 
= У (о — ар = Уру — 2а Узљ+е Ура 
У(—а: С. рур", а= Уа-а У 0.9.74. 
ибо [7 не зависит от А. Но 


и наконец, 
“а. ь 1 чь ® чу 
Ў; (руд, „ = У». Ў 04,7, Т — а 174,7, 25 
Итак, мы имеем 
8 = а, — @ + ЗУ, а, . .- 


т. е. 
Уфу на... —а— 0—04, рее 
У, <, 
р ЕР 2и м 2. 2 
= 0—0 У (у 2,... 0— с... 4”, .. 
Б. Л. Чебышев, Теория вероятностей п 
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Отсюда нетрудно заключить, что. 
Б = а, — а 0, —-е—@-+... 
Полагая теперь 


2 + 9р 2... 00—06... у 
$ Ма — 4 0, — се... — 


где 1 — совершенно произвольное количество, мы будем иметь 


1 
2 р — — 
Уи += 
где сумма распространена на все указанные значения: 2, у, 2. 
Разобьем теперь эту сумму на три таких, чтобы первая, которую 0бо- 


те 
значим через 2%; была распространена, на все значения этих переменных, 
Т 
для которых 
—оо << 1 


вторая У —ва те значения , у, 2, для которых 
5 —1<У< +1 
и Ур —в все те значения, для которых 
" 1<У<оо 


вследствие этого мы будем иметь 
1 


> Зр. 5, Уруд, ту. .. 22 руду... 


Так как в первой и третьей сумме У? больше 1, а во второй больше нуля, · 
то, замечая, что все слагаемые положительные, будем иметь 
“ә | | Б 
У Ур) 4,7, е Уруд", № ЛАР Ура”, + 
1 2 ; == У 2 
— Ху": 
З 
вследствие чего найдем 
1 
Умм Урду < т 
1 З 
но р) *4,.7,... есть вероятность суммы 
ину -а,+,.. 


а потому 
Ул 4. Г, 
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распространенная на все «возможные» значения переменных 2, у, 2... 
есть вероятность того, что мы будем иметь одну из таких сумм, а эта веро- 
ятность равна 1. Итак, 


1 
У дд", . 5021 — = 


КЕЧ 
2 
ЕА 
Но #7 Ф. 9," · · · есть вероятность того, что имеется одна, из сумм 
2 
ту, -=а,-... 


в которые входят только величины 2, 9, 2 ит. д., удовлетворяющие нера- 
венствам 


—1<7<-н1 
другими словами, это есть вероятность Р того, что сумма 
хну-г-н.. 


имеет одно из тех значений, которые дают ей величины х, 9, 2, ...,делаю- 
щие У заключающимся между пределами — 1 и -+-1. Итак, мы имеем 


° 1>Р> 1—5 
Но неравенства 
— 1 ЕЕ 
дают 
ет тчиганая ЕО ң 
За +9. 2,—0—0—0... < 
кант тета: огоо Й 
Откуда 


аз а-с... — үа, —а 0, — И... 
<а% +72... < 


ас... а — 0-4-0, — В... 
п* 


ә 
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Отсюда полагая 


Беан 8 — үа, — а 4-0, — 10 3-0, — @. р. 
М=а-ь-с... +1 Ма, — а — 4-с, — ©. $4 


мы приходим к такому заключению: вероятность у тоо, что сумма 


24-042 4-... 


содержится между пределами Т, и М, определяется равенством 


0 
А 


где 0 — некоторая положительная правильная дробь. 
$ 9. Положим теперь, что число величин 2, у, 2, ... есть м, так что 


д-ну-е-+... 
п 


есть среднее арифметическое из этих величин. На основании предыдущего 
заключаем, что Р есть вероятность того, что эта величина содержится 


между пределами 


а--ь-нс... і РЕ ЕЕЕНИЕНЫ 
в 4-р я 
п үл п 
и 
ас... і г 
т үп 
Если мы допустим, что 2, у, 2, ... суть повторения одного и того же со- 


бытия, то мы будем иметь: 


а=6=6..:; а=в =... 


и вследствие этого найдем, что вероятность Р того, что имеют место нера- 
венства, 


8 — І 1——— 
т ааа охе үа, — а? 
определяется Формулой 
Р==1 25: 


МАЛМУ.ГСіП.Ого.рі 


ЩЕ 2 


Отсюда видно, что выбором # мы можем сделать Р сколь угодно близкой 
к 1, ас другой стороны, при всяком ѓи при ® = со пределы, между 
которыми заключается 


х-ну-её--... 
п 


сливаются, обращаясь в а. Так, напр., если мы положим 
1 

т® 

х 


і = 


то будем иметь следующее: вероятность Р того, что 


24-042... 
т 


заключается между пределами 


1 $ 1 
р НИ => 2 ре 
а түц —@ и а+ тҮ а 
ат? # олз 


выражается Формулой 


Вследствие произвольности $, мы в праве предположить х некоторым по- 
етоянным количеством, не зависящим от я, а потому будем иметь 


Вау. 


где Им (Р),_„„ есть вероятность того, что 


Ы (== у2.. :). 265 
т о 

Так как эта вероятность равна 1, то мы и заключаем, что предел 
средней арифметической из величин 2, у, 2, ..., при увеличении числа их 
до бесконечности, есть а. 

Здесь мы встречаемся с новым понятием о пределе, потому что к до- 
ҡазанному случаю уже нельзя применить то определение предела, которое 
обыкновенно встречается в математике и по которому предел есть такая 
постоянная величина, разность между которой с переменною может быть 
сделана менее всякой данной величины: на самом деле мы здесь не можем 
этого утверждать с достоверностью, а можем только сказать, что вероят- 
ость тою, что разность между постоянной и переменной величиною 
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может быть сделана менее всякой данной величины, имеет пределом 1, 
причем # последнем случае слову «предел» приписывается его обычное 
значение. Мы теперь примем это новое определение предела, по кото- 
рому мы заключаем о пределе какой-нибудь величины по ее вероятности, 


имеющей пределом 1. 

На основании этого определения, мы можем полученные в этом пара- 
графе выводы проФормулировать в виде такой теоремы. 

Теорема. Среднее арифметическое весьма большою числа величин, 
имеющих одинаковые математические ожидания, имеет своим пределом 
это математическое ожидание. 

$ 10. Перейдем теперь к другим следствиям из полученного нами 
в 8 8. Особенно замечателен случай, когда все зависит от того, случится 
или пе случится некоторое событие. В этом случае мы рассматриваем 
х, у, 2,... как величины таких событий, из которых каждое имеет два, 
вида: 1) событие не имеет места и 2) событие имеет место; мы условимся 
приписывать этим величинам значения, равные нулю в первом случае и рав- 
ные 1 — во втором, так что фот. 


д, =0, 2,=Ц у=0, у,=1; &=0; 2. 1, ит. д. 


В этом случае р,, 4,, ”,, ... суть вероятности того, что первое, второе, 
третье, ... событие не имеют места, а р., 4,, 73, · · · — вероятности того, 
что эти события имеют место, и так как в данном случае величины 2, у, 2,.. - 
получают только значения 0 и 1, то будет: 


а=0.р, 1-7, = р, а, = 0..1, = р, 
р= 0:41:09, 9,5 В = 0%: + 1°. 4, =, ит. д. 
или означая },, (,, ”,,... через р, 4, гит. д., мы имеем: 
а=4, =; 6—6, = .0== 6, ==938 Т.Д. 
Вследствие этого мы находим, что 
Р=1—% 


есть вероятность того, что 


—=а-н/л-+... + р— 9—9... 24-042... 
ра 058 р 9—4 < у < 
п Уп т. т 

А. А `/ — р? —9... 
а ры 8.19 РЕ 
7 Ул т 
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но нетрудно видеть, что 


где т есть число тех случаев, когда событие имело место, а потому, как 
в предыдущем параграфе, заключаем, что 
. т +9474... 
П — = ат Рид 
п п 
Это равенство выражает такую теорему. 
Теорема. //редел отношения числа повторений события к числу испы- 
таний равняется средней арифметической из вероятностей событий. 
Этот закон был открыт Пуассоном и представляет обобщение закона 
Бернулли, который получается из предыдущего в предположении 


р = 0==7=... 
так что может быть выражен. равенством 
іо”. — 
2 


которое показывает, что хри весьма большом числе испытаний над каким- 
нибудь событием, причем вероятность случиться событию при каждом 
испытании остается одною и тою же, предел отношения числа повто- 
рений события к числу испытаний равен вероятности события. 


0 повторении событий 


$ 11. Положим, что производится * испытаний над каким-нибудь собы- 
тием 27, и допустим сначала, что при каждом определенном испытании вероят- 
ности этого события различны, так что р; есть вероятность случиться собы- 
тию Ё при ї-ом испытании. Постараемся теперь определить вероятность У 99 4 
того, что при упомяпутых я испытаниях событие повторилось т раз. Заме- 
чая, что это может произойти весьма различными способами, смотря по тому, 
в каком порядке следуют испытания, в которых событие имеет место, и испы- 
тания, в которых событие не имеет места, мы определим вероятность по- 
вторения события 22 раз в извеством определенном порядке и возьмем 
сумму таких вероятностей, которая и будет искомою вероятностью е 

Каждый из членов этой суммы составится из количеств №,, р, ... 2» 
следующим образом: если событие Е случится т раз в т первых испыта- 
ниях и в остальные испытания не повторится, то это представит один 
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из способов, каким вообще событие Е может повториться 7 раз при % испы- 
таниях. 

Этот способ повторения события может быть разсматриваем как 
событие сложное, потому что представляет совместное появление несколь- 
ких событий, а именно: событие Е имеет место при первом испытании, событие 
Е имеет место при втором испытании, ... событие Ё имеет место при 7-0м 
испытании, событие Ё не имеет места при (т -н 1)-ом испытании ..., 
событие Ё не имеет места при л-ом испытании, поэтому вероятность этой 
комбинации выразится так: е 


РР,» • - т. НА БА баео И (01 = 


Таким образом находятся вероятности других комбинаций, и сумма вероят- 
ностей всех различных комбинаций, число которых будет 


п(п — 1) (п— 2)... (®—т- 1 1.2.3...п 
1.2.3... (т— т —1.2.3...т.1.2.3... (п — т) 


и представит, как указано выше, искомую вероятность #3 т" 
р 


Отсюда нетрудно видеть, что Р„,„ @сть коэффициент при ” в разло- 
жении выражения 


(1111—2151 р) (р, 1— в). . .(,1+1—р,) = ЎР, р 


Этот способ определения вероятности, как коэффициента в некотором 
разложении, был предложен Лапласом, при этом Функция, определяющая 
своим разложением величины Р» называется «производящей» (ѓопсёїоп 
вбпбгаќгісе). 

Для того слузая, когда при всех испытаниях событие имеет одну 
и ту же вероятность р, будет 


п 


===... ==, = р 
и «производящая» Функция примет такой вид: 

(рі 1 — р)" 
так что для этого случая будет 


"4 1. 2 ах ати ит 
Ела т.929 т. 2-6 И 7—2) 


Замечая, что в этом выражении множитель р” (1 —1)°” представляет 
вероятность того, что событие Е повторится % раз ири ® испытаниях 
в известном определенном порядке, а другой множитель есть число этих 
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порядков, можно было бы в этом частном случае найти вероятность Р, „ 
и прямым способом. 

$ 12. Найдем теперь вероятность Р, „ по третьему способу, который 
укажет нам на весьма распространенный и во многих случаях полезный 
метод нахождения вероятностей. Этот метод состоит в составлении и инте- 
грировавии уравнения в конечных разностях, которому должна удовлетво- 
рять искомая вероятность. 

Для составления такого уравнения в рассматриваемом случае, заметим, 
что событие Ё может повториться 7% раз при % испытаниях только двумя 
способами: или имея место при м-ом испытании, или не имея в нем места. 
В первом случае искомая вероятность обращается в Ее. 
в вероятность, что событие Ё повторится э — 1 раз при (юж — 1) первых 
испытаниях, во втором случае искомая вероятность есть Р, , „, Т. е. что 
событие случится 7 раз при (» — 1) испытаниях. 

Предполагая теперь вероятность события Е при каждом испытании 
одинаковой, мы найдем, что вероятность первого предположения есть у, 
вероятность же второго, как прямо ‘противоположного, есть 1 — р. Таким 
образом имеем уравнение 


Рет = ОР аа + (1 — р) Е. 5 т 


Это уравнение содержит две переменных независимых % и т, так что 
не принадлежит к числу рассмотренных в курсе теории конечных разностей; 
вообще интегрирование таких уравнений представляет большие трудности, 
но рассматриваемое уравнение может быть интегрировано при помощи 
«производящих» Функций, что мы сейчас и сделаем, но предварительно за- 
метим следующее: при интегрировании каждого уравнения получаются про- 
извольные постоянные, определение которых в каждом частном случае 
иногда очень затруднительно. В теории вероятностей это определение не 
представляет никаких затруднений потому, что некоторые частные случаи 
по самой сущности вопросов не могут иметь места. Так, напр., в выра- 
жении "Зы, т не может быть больше яж, а потому Еу: т = О при т> п 
по невозможности такого события; по той же причине Гу „ == 0 и Р, т 
так же ви. п = 0 при 9 или % отрицательном. Это, между прочим, показы- 
вает, что в теории вероятностей нет необходимости обращать внимание 
на то, возможна или нет некоторая гипотеза, так как невозможность гипо- 
тезы повлечет за собою равенство нулю ее вероятности, и окончательный 
результат будет иметь такой. вид, как будто мы пользовались только воз- 
можными гипотезами. 
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После этих замечаний перейдем к интегрированию нашего уравнения: 
Умножая это уравнение на й", где #— величина произвольная, получим 


Р, в == Р, РЕ ВОТ, 


т—1, т—1 


Суммируя по т обе части этого равенства для всех возможных зна- 
чений 2%, т. е. от 0 до % включительно, будем иметь 


— 


т=0-+1 т т=п-+1 
р | 8! 
УР — Урон УНР а-о" 
т=0 т=0 т=0 
полагая теперь 
х, пея 
о = р В, т і" 
т=0 
имеем 
т=п+1 
> ти т г = 0, 
т=0 
гача т=п+1 Е хае 
9 о Е = рі У; Р ма п = № у "= 
т=0 т=0 т=1 
= рі Е 270 1—1 н б, ае 
т=0 
Но, как мы видели, 
В: —=0 
а потому 
т==пһ-4-1 
1 
аі Р, та" =: О, 


т=0 


Далее мы имеем 


т=т-+1 т=п 
4 Р, т(1—0) 0 = (1—2) пур зв "|= 
т=0 т=0 

=(1 рУ Дерт 


Р = 0 


п—1,п7- 


ибо 


* Величину рё выносим за знак суммы, ибо эта величина не зависит от переменной т, 
по которой производится суммирование, так как р есть постоянная, а {— произвольная величина, 
которую также полагаем не зависимой от т. 
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Итак, будет 


т=п-+1 


У Р, „(1—0) =а-р0, 


т=0 
вследствие Чего наше уравнение принимает вид 
О а= р10,_, + (1—2) О, 
Таким образом мы получаем следующее линейное уравнение: 
0, (рі 1—00, , = 0 
интеграл которого, как нетрудно видеть, есть 
О = (рі + 1— р)" 
где С — произвольная постоянная, которую мы определим. Замечая, что 
из этого уравнения следует 
О = С(рі-+- 1 — р) 
т=2 


= 
0, = У Р, „0% Р,;0 Р, і 


т=0 


вместе с тем 


Но Р, о есть вероятность того, что при одном испытании событие не слу-- 
чится, а Р, а — что оно случится, вследствие чего 
т, КАЕ Е; == 
откуда видно, что С = 1. 
Итак, имеем Формулу 
т—=я-+1 


(1) У ре = (р4-1.— р) 


пут 
т= г 


Здесь 4 совершенно произвольно, коэффициенты при одинаковых степе- 
нях ф в обеих частях равенства должны быть равны, и разлагая правую 
часть по биному Ньютона, имеем 


1.2.3. п—т 
(2) Ор 9 


1. .т.1 


Заметим, что последнее выражение не следует принимать буквально- 
в предельных случаях т = 0 и э == т: в этих случаях коэффициент при 


т пт 
р (1—2) 
как то следует ИЗ разложения, надо считать равным %, так что будет: 


Р. 0==1—9; Р,и=Р“. 


п, 
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$ 13. Выведем теперь закон Бернулли, основываясь на уравнении (1). 
_Дифференцируя это уравнение по $, находим: 


т=п-+1 


т=0 


с». тР, т 1 == (рі 1— р)" .р 


т==њ+1 


> т (т —1)Р, „т == т (п — 1) (рі + ва 12° 


Полагая в уравнении (1) и в этих двух ї == 1, получим: 


в=т-+1 


т=п421 ° 
= ж 
р тР, = р 


е т=0 
3 т (т — 1)Р, „== п (п — 1) р? == р — и? 
т=0 

Из двух последних уравнений мы находим 


т= п+-1 


У тр, „= а-п(1—)р 


т=0 
поэтому 
13 чох» ст Аг 
У (т — пр)? Р, „= "х т Р — 20" У Ри 
т=0 . т=0 н аа т=0 
ча] 
= р? т? 8 Рот = "(1 = р)р 
т=0 
‘откуда 
т==н4-1 
е. 


"а т — пр ] 1 
— т |5\(1—р)р 5? 
где з есть произвольное число. Отсюда 


паеха м ана 
6. (т — пр)? Р, „= 2%. т? Р, т 29% 79 р а 
те е5; т=п+1 еа 
= р? т? $ Рт = (1—2)? 
т=0 
«откуда 
"ИГ онор 1 
2 =] . гаж я 
— (8 үп (1—Р)р 
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где $ есть произвольное число. Отсюда, следует 


т=р-+-1 8 т=у-+1 
л т — пр | р мр 2.06——0р:. т ал 
уто т, (8 УТО 00р 
-У| т— пр РР, 1 
т А ЕЕК 
= В Уа 2) 5 


Обозначим возвышаемое под знаком суммы количество через А и по-- 
ложим, что: 


Для 0 <љ<р+1 —оо <А < —1 
э рн1 «Ст <у 1 —1<А< +1 
» у+1 < <п1 1<А< +оо 
вследствие этого будем иметь 
т=р+1 т=п+1 
о Ре Р 
т=0 т=у-+-1 


а \ 
> Р. ХВ. № В„=1 
т=0 т= р +1 тУ-Н1 
= Из этого равенства и а: неравенства находим 
ыы ` 
У Р.> 1--5 
т 


Первая часть этого неравенства есть вероятность того, что при ж 
испытаниях число. повторений события заключается между пределами 


ити у-1. 
и, следовательно, вероятность того, зто 
Е 


т — пр 
и = 1 ——————_== 21 
8 і ЕР, У" —Рр 
Называя эту вероятность через П, мы будем иметь 
1 
ить 
неравенство (а) дает 

рп — 3 Ур(1 — р)п < т < рп з үр(1—р)т 


откуда 


р— 7: ТИР р) <= < =. УР1— 2) 
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х т 
Отсюда видно, что пределы, между которыми заключается =, при ® = оо 


т 
сливаются и обращаются в р, а вероятность, что а. заключается между 


этими пределами, представляется Формулой 


где 0 — правильная дробь и $ — произвольное число, откуда видно, что эту 
вероятность можно сделать сколь угодно близкой к 1, поэтому мы приходим 
к заключению, что 


(а ") о = р 


‘причем в этом случае предел имеет то особенное значение, о котором ска- 
зано выше. 
Таким образом мы пришли к закону Бернулли. Наш вывод основы- 


вывался на значении суммы 3 А 
= 
2; (п — тр)? Р, „ 
т==н+1 
Е `` : Тоня у е9 
тт аа у АЕ АВ ИРА 


Заметим, что эту сумму можно найти и другим путем. Положим в уравне- 
нии (1) 1 — е“; умножая обе части на е", получим 


т=п+-1 
я ч (тр) (1—р) — м) 
ъд еа еа "9 = [ре РНИ 2) 
т=0 ) 
но вообще 
2 — 2 а? 
е =1-н 1 1.5 4 5+ 
поэтому 


а? 
е0") — 1 4 т. -(т— пр) + 5. (т — пр} и] 


= 
ии = 1--т.(1 — р) + 1.5 Е... 
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Вследствие этого мы находим 


"+ т=и-1 еда ещ. 
А: 4 (т — пр) + 1 2 2 „т (т — пр} == 
т=0 

= |0 1:20— 0) р-р) + |+ 


[а а р (1-——р) + .. п — 
=[1+ 5 500 — +... | 


“Отсюда получаем: 


ЫЗ = 
= пт 
т=0 
т=п-+1 | 
ри: пт (т — пр) = =0 Уу 
т=0 


т=п+1 


5,5 т (01—10) = р(1— р): п 


и Т. д. 
$ 14. Перейдем теперь к другому вопросу. Постараемся найти самое 
вероятное число повторений события при определенном числе испытаний. 
Этот вопрос сводится на нахождение значения г, делающего ЕФ 
шахипиш при данных # и р. 
Пусть р. есть искомое значение 2; чтобы. Рав. было тахітит, необхо- 
‚димы условия: 


Но мы имеем: 


АС: Пе 


„ит о 
РЗ = Ее ВИНЕ? 0 
ча 1.2.8... (1 рути 
ав ОР (и т 
1.925 3 


а Е ...П т 0—1 
а тС е МЕБ (0-р) 
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Вследствие этого наши условия принимают вид: 


1-5 р 
п 1 пе т 
Д. Ци 
2+1 ее К 
ИЛИ 
Р-ев ЕР 
ела А = Р ыа Саи 


откуда следует: 


(1—р)ь рн — 6+1) и ри р) (1 —2)(0- 1) 
ш<р(п--1) и р(н+ 1) —1<р 
Теперь следует разобрать два случая: 1) р(п-+- 1) — число дробное 


и 2) р(п-н 1) — число целое. 
В первом случае знаков равенства быть не может, и из неравенств 


р(п+ 1) —1 <р <р(в + 1) 
мы получим 


к= Е[рн+1)] 
Во втором случае будем иметь: 


Зри) и р> рв 1) — 1 
и> р(п+ 1) —1 и р <р(п-- 1) 


так что получается два решения: 
ш=р@®-+1)—1 и р=р(в-- 1) 


так что как Р„,=Р,,„, так и Р, == Р, „, будут максимумы. 

Заметим, что если т, 22, ® — т — числа весьма большие, то мы при- 
близительно за значения, делающие Гем максимумом, можем принять 9. 
Мы будем далее делать приближенные выводы, и потому за наибольшее 

2 
значение 7 пуп будем принимать Равр 
$ 15. Пользуясь формулой Стирлинга, мы можем написать такое при- 


ближенное равенство: 
1 


24+ 
1.2.3...(0—1):2= т.052 °.е7* 
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277,7 А83 


вследствие чего получим 


= 793 
О Е ВТ а АЕ лаа 


1 
Е: п-т 2. 


— т+— =: 
У2тт ° .е-". Уж (п—т) "+ 


что после сокращений представится в таком виде: 


2 п т" р" (1 — р)" 
В, = ү 27 -т(п т) т" (п т)" 
или 
24 ГТ УЕ К. п(1—2) -) би 
(8) 27т Я — т) Е Г. ( т — т 


Так как для максимума мы приблизительно имеем 
т=пр и пт = (1 — р)п 
то отсюда получается максимум Р, „ 


1 


(4) Р пр = Укр —)п 


Найдем теперь наивероятнейшее число 7%, пользуясь формулой (3). 
Так как эта Формула представляет приближенное выражение Рот при Э, 
т, п— т весьма больших, причем мы пренебрегаем правильными дробями 
относительно этих чисел, то мы можем рассматривать эт как величину, изме- 
няющуюся непрерывным образом и, следовательно, могущую принимать 
дробные значения, потому что давая т какое-нибудь целое весьма болыпое 
значение и прибавляя к этому целому числу какую-либо правильную дробь 
и вычисляя по Формуле (3) для обоих случаев вероятность арч мы получим 
результаты, весьма мало отличающиеся один от другого, если только тв 
отличается от р на конечную величину или бесконечно большую порядка 
ниже 1 относительно ». 

Вследствие этого, для нахождения наивероятнейшего числа т, обра- 
щающего РЁ, „ в максимум, мы можем поступать по правилам дифферен- 
циального исчисления. 

Из уравнения (3) имеем 


1 1 1 1 
105 Р, =5 ют — 2105 27 —5105т — 5 108 (п — т) 


= тю пр — тобт -+ (п — т)106 (1 — р) —®—т)105 (п — т) 


В. Л. Чебышев. Теория веролтностей ° 12 
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= 


откуда 
і 9 1 1 
в А ат тет 


= 106 р — 105 %— 1 — 108% (1 — р) 4 105 (в — т) 1 


а потому, для определения напвероятнейшего т, мы получаем уравнение 


аа р 
Это уравнение точно решить нельзя, а потому мы будем его решать 
по приближению, тем более, что в данном случае точное решение его для 
нас не имеет значения, так как само уравнение (3) может дать лишь при- 
ближенное значение 1%. 
Замечая, что при э, 9%, % — 22 весьма больших (одинакового порядка) 


9 


величина, т делается весьма малою (так как числитель ее — первого, 


(п = т) 


а знаменатель — второго порядка относительно этих чисел), мы можем для 
первого приближения этою величиною пренебречь, и тогда получим 


т 
п — т 


105 == 105 а 


откуда, 
т = пр 


Отсюда видно, что в первом приближении получается для эв величина, ко- 
торую мы нашли раньше из точной Формулы 


т = Е[р(п + 1)] = пра 0 


где 0 есть положительная или отрицательная правильная дробь. 

Для второго приближения внесем в уравнение (5), в член, не находя- 
щийся под знаком логарифма, вместо т: только что найденное его значение, 
это нам дает такое уравнение 


п — 2пр > р 
уБ ООВ оа РЗ 
ИЛИ 
р ВР 
2р (1 — р) п рана 6т5 
Откуда 
ї 1 
т р 
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- отеюда 
ЕЕ 
е * 20-0" 1 
а Е а 0 2 5 сга 271—890 
1— р--ре 2 р(1—р)н ра (1— ре? Р(1—р)» 
Пренебрегая высшими степенями выражения 
1— 2р 
р(1—р)п 
начиная со второй, мы можем положить 
1 1—9р 
№ - 
2 р(1—р)п 
вследствие чего получим 
1 1 1—2] 
зне] 


2р(1— р)п 
откуда находим приближенно: 


1 
т = 9р — 5 :(1— 2р) 


$ 16. Теперь, пользуясь формулой (3), будем искать вероятность того, 
что при ® весьма большом эт весьма мало отличается от пр. Положим 


(а) т == пр 4 2 


"Так как Формула (3) была выведена в предположении, что т, э, в — 
числа весьма большие, то при ее применении надо и 2 считать весьма боль- 
шим числом, если его рассматривать отдельно и само по себе, но оно может 
быть весьма мало по сравнению с %. Мы будем предполагать 2 одного по- 
рядка с У», тогда 2 и будет обладать теми свойствами, которые указаны 
выше. 

Пользуясь выражением (а), будем иметь 


/ 


У2т - т. (п — т) = Ут. (пр + 2) (п — пр — 2) = 


2 
пренебрегая весьма малою величиною е получим 


1 


У2тт (п — т) = ү2т· п? · р(1— р) 


Е 1-5 $. 1 
ү 2=т(т— т) ұүәтр(1 —р)ҹ 


так что 


12% 
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Далее мы имеем 
(*)"= ( пр Ўр ул 1 пр; 
т) — \пр-2 со 
пр 


105 к ]. == — (пр + г) 105 (1 +.) == 


откуда 


2 
= (р (2—55 а) і 
тр 21? р Зл? р 
— — М4 2? Ч а АЗР 
Обр про | тр > 


#3 
Но член яр? и следующие за ним суть величины весьма малые, так как 


положив 
8—4 Уп 
имеем 
1. 
2. НР А 1 
и" аР Д АЕ зз 


Откуда видно, что при р. >> 2 отношение слет есть величина весьма 


малая (при и == 2 это есть величина конечная). Поэтому, пренебрегая этими 
малыми членами, получаем 


106 (=) = РЕ 


Поступая таким же образом с другим множителем Формулы (3), будем иметь: 


па-р-—= 
(1—2) 1 
т — т "а р 


п (1— р) 
[т м0" = — (801—0) — 20 (1 кту) = 


1 2? 
26а —9 (ава) 


`` /ж(1— р) кок ЕУ, 2 Ка лв = 
і ( т — т ) 010) ар) 5901р) 


поэтому 


(22)" (м) ра РСЯ. ВИНЕ су МА ЫЬ 07 
(6) ов (2) пт тр 2п(1——р) 2р(1 рт 
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откуда 


А т (т —нруғ 
(22)" . Е =)" —е Р-Р)" — ЕЕ 
т п — т 
вследствие чего будет 
Р 6660. №@-р* 
т  Ужра—в)п 


Будем теперь искать вероятность того, что 2 заключается в известных 
пределах, что равносильно с разысканием вероятности того, что ж: заклю- 
чается в известных предезах. Называя эти пределы через Г, и М, а иско- 


мую вероятность — через | и предполагая, что 7% изменяется до верхнего 


предела не включительно, ЗА будем иметь 


М 
П == Р; Р, га + Р, аз 4 ... 4-Р, и 
РА 


а потому 
М т=И (тпр) 


| |=» І о #2» 
| 21 Ү2тр(1— р) п 


Но мы имеем вообще: 


7 о [ойс 504,99 4,22 


ато в рассматриваемом случае примет такой вид: 


1 а тпру? (тпру 
а 790 е 7 Р-р)" __ |. — ЗРа-р)п , ат 
Ут)" — Г р)" 


(тнр) 
бъ ПЕШЕР ЛИВЕН УА 
ЕЕ —р)п к 
(т—пру2 и 
РАСВО Не съ. Е 4 
У2тр (1— р) п р(1— р)" 


Но при ® весьма большом количества 
1 . т —1пр т — пр \?. 
Ур) н’ вРа—в)»’ ан) с 
суть величины весьма малые, тогда как при этом 


‚бит 
е 9р(1—р) п 
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есть величина, всегда конечная, как и произведение интеграла от этой вели- 


1 
чины на 667 что мы увидим в дальнейшем, а потому, пренебрегая 
1$ — 
(тир. 
членами, состоящими из произведения упомянутых величин на е ?1—)%, 
мы получим 


В) 
2р(1—р)н , ат 


м М 
И У2=р (1 79 


І 
Полагая теперь 


РЕБ. Е 
У2р (1—2) п 
мы получим 
а 
| утади 
[= аі 
і 
где 
ГАРМ В 20. Ла РГЫЗ. 7. Ла 
° Ура-—р”’ 2 үр(1— 2)" 
откуда 


Г пр--ь РИ и Мр Р-р 
Итак, вероятность того, что т заключается в пределах 
пра-1, Ра рп и пра урн 
определяется такой Формулой 


р" А) К 
—— | 07°. % 


(7) = 
прані Ур (1—р) п 
% 
Особенно замечателен тот случай, когда 
=— и; ъ= 4-и 


В этом случае 


и 


рт. ; А р 
(8) | в". @=— а; е—*. 1 
пра У: У" 


есть вероятность того, что т заключается между пределами 


пр — и ү2р(1—р)т и яр-иу2р(1— р) 
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или что = — р заключается между пределами 


«4/2020 ед |2200) 


Но мы имеем 


со 


аа 
Је а= 7 
0 — 
пр-ни Ур а-р)п 
а потому ‚ с увеличением и до бесконечности, приближается К 1; 
при Үр (1—р)њ 


т 
но, каково бы и ни было, пределы, между которыми заключается -- — р, при 


увеличении % сближаются, и при % = оо делаются равными нулю. Отсюда 
мы заключаем, как делали и раньше, что 


Ба 
іт = = р 


$ 17. Займемся теперь вычислением интеграла 


Је" ГАА 


0 


(2 


к 
с целью показать, насколько быстро значение его приближается к 97 с уве- 


личением и. Мы имеем 


откуда 


и 
У А Р, ит и 
(9) Је а= и а ат рт АДА ГТА учу үн ЕА, 
$ х 


Таким образом мы выразили этот интеграл при помощи ряда, весьма быстро 
сходящегося при малом и и потому для таких значений и весьма удобного 
для вычислений; но для нас особенно важен тот случай, когда и велико, 
а между тем для больших значений и этот ряд делается весьма медленно 
сходящимся, поэтому мы должны обратиться к другому способу вычисления 
этого интеграла. | 
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Замечаем, что 
и со о о 
еа еа еа [еа 
0 0 7 ш 
вследствие чего 
пр-ни Уар(1—р)н 
(10) | =1—2 (е.а 


пр—и Үр(1р)уя 


Мы теперь и обратимся к вычислению интеграла 


Је" . 


0 Г 
Но мы имеем 


со 
ей \<® 


уре а одета. (=) я. 


и 


х —) Та а р ғ 
р — (е Е, = 7—5] е 17°. 


2 
Далее имеем 
со. со 
Јева [| 26-°. ал 
А 3 Ы - 3 
а реа - 18. { аа аки оао. 
= 15 = 2 [е га > [е —*. 4 
вследствие чего 
ЕСТ ГЕИ лан НАРО БУР и 
ее а = 95:595319} 6 #. 


Так как здесь и и интегралы суть величины положительные, то мы отсюда 
заключаем, что 


со 
2и > је а ош 2% 
и“ 
поэтому мы можем получить 


= тад 
Је в. 41= 0. 5 
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где 0 есть некоторая правильная дробь. Вследствие этого найдем 


прч-шҮ2р(1—р)п 


е ц 
пр—иҮёр(1—р)њ Ух 


Из последних двух неравенств мы можем получить и более точную Формулу, 
потому что из них следует, что 


со 


Г ЗЕЦ 16 
Је = 2и 23 · 8 


и 
Это выражение дает 


прч-иУ2р(1—р) п 


аи 1 9 
ен = 
Иры Е зи к 
Отсюда мы видим, что рассматриваемая вероятность весьма быстро при- 
ближается к 1 с увеличением м. 
$ 18. Найдем теперь тот предельный ряд, при помощи которого 
может быть выражен интеграл 
о 


А еа 


“ 
Интегрируя по частям, имеем 


—2"—1 р 
р 676—711. Јеси. и 


отсюда имеем последовательно: 


о о 
а а а раан: 
ег. аі == 5 .6 5 1° .е7°® . 41 
со С 24 ура 
еее а |е 
и 0 


о 


со 
$ 
(аы 4 = — 6—0 роет” ОЕ 
0 


откуда 
со А ЕА 3 со 

р: и 1.3 1.3.5 Е 
ее а не 58 .е* — 5 еее е.а 
“ р) ў 
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Отсюда, по аналогии, можно заключить, что 


со 
) в а-го не ен 


2 
.3.4-5 95 
(11) ве 2, ее 
ИРА с ОДРА АЕ а Еа хаа 


от+1 


Докажем справедливость этой Формулы, полагая 


1.3.5... (2п— 1 


и называя остаток ряда (11) после члена 0, ,, через А, ,,, мы будем иметь 


со 
Р = а Она 1), Гане, е. 


п-ы 


г: АРБА АЈ С. тэ) ое ро 


ой? ЕН 


(22+ 1) (22 3) 


со 
ее опа т йо, +В, 


что и доказывает справедливость ряда (11). 

$ 19. До сих пор, зная вероятность случиться событию в одно испы- 
тание, мы определили вероятность известного числа повторений этого 
события в известное число испытаний. Теперь мы переходим к решению 
обратного вопроса: зная, что в известное число испытаний событие повто- 
рилось известное число раз, мы будем определять вероятность случиться 
этому событию в одно испытание (вероятность а роѕќегіогі) или точнее — 
наивероятнейшие пределы, между которыми должпа заключаться эта веро- 
ятность. При этом нам придется сделать допущение, что все гипотезы, 
которые можно сделать относительно этой вероятности, одинаково вероятны. 
Положим, что число этих гипотез есть № и что вероятность событию слу- 
читься в одно испытание в этих гипотезах суть: 


о а СТАЕ" 1—1 
м ММ’ х’ М 


в атом случае мы будем иметь 


Р=Р=Р=...=Р,= 


== 
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называя через ә» — число повторений события в ® испытаниях (замеченное- 
из опыта), получим 


Ха 1.2.8...п С и 
Р —1:2.8..т.1.0.8.  @ м) (5 ( М 


Называя теперь через ©, — вероятность того, что замеченное событие 
имело место в гипотезе А, мы по теореме 3 будем иметь 


т _ мя 


(0) 0—0)" 


Называя через р — искомую вероятность случиться событию в одно испы- 


Рі 
тание, будем искать вероятность у того, что р заключается между пре- 
Ро 


делами 
р = И т =. 
так как 
) — © 
> =. 
мы получим 
их Хит 1 
Р: (8) (0—5) ”-х 
Э 5= 32 Х т Х\"-т 1 
> (5) 1—9) ў 


Наиболее замечателен тот случай, когда р, может принимать всевоз-- 
можные значения. Мы и перейдем теперь к этому случаю, для чего мьх 
должны предполагать № == оо. 

Вследствие этого равенство (12) обратится в следующее: 


р 
| "(1—2)". 4х 


(18) айі: 
}; 0" (1— 2)". ас 
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Для примера положим, что событие в три испытания случилось один 
зраз, и будем искать вероятность того, что р заключается между пределами 


1 
0 и т" В этом случае мы получим 


|= 


—ю 


2(1— 2)? . 4х 


БЕ, 
7516 
2(1— 2)? 42 


е. 
о— ше 


11 
Итак, искомая вероятность есть =; можно было предвидеть заранее, 


16’ 
за 
что ова будет” больше 9" 

Формуле (13) можно дать несколько иной вид. Для этөго заметим, что 


1 


л —1 24 Г(\) :Г(р) 
А (1-— 2) а гу 3 


но при Ли и целых мы имеем: 


г0)=1.2:3...(—1) 
Г =1.2.3... (2—1) 
-а потому 


1 
түү дтп Гепа 1) гт п 1) 

0 

1.2.3...т%.1-2.3... (®— т) 


1.2.3... (®-—+ 1) 


Вследствие этого равенство (13) может быть представлено в таком 


виде: 
т 


«ЕЕ 1.2.3... (п+-1) . т (1 т 
(4) тов. ша. 8. (ат) ј= Пе 


Ро 


$ 20. Мы будем теперь предполагать разность р, — р, весьма малою 
данной величиной, и при этом условии будем искать то место, где следует 


Р 
ВЗЯТЬ ЭТОТ промежуток, чтобы вероятность м имела наибольшую величину. 
то 
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Полагая 
р, —р,=2ә п Мы, 
причем о предполагается весьма малым, получим: 


теге ъ= р— ә 
р+ъо 


т (1. „үп—-т 
и | 2" (1—2) 4х 
е. а. РВ 


тЫ 1 


| 0" (1—20) " . ах 


0 


Замечая теперь, что если [АВ] означает некоторую среднюю между; 
А и В величину, то вообще 


В 
ее) ас = (В-— АКА, В) 
А 
и замечая, что 
[0—0 ра о] = р до 
где 0 означает некоторую правильную дробь, мы получим 
ро 


ә 29 = 66)" (1 — ревю)" 
у = 2268070 ет 


р—© 


| 2” (1 —2)-т . ах 
0 


Отсюда 
т _ О)" рб)" 
ое 
2478 | "(1—2)" т. ах 
о 
Переходя теперь к пределу, когда ө == 0, мы получим 
ро т (1 — оу т 
е 5) СИ а ааыа 
о «=0 
| а" (1—2) т. ах 
0 


Найдем теперь тахипиш этого выражения. Мы будем иметь- 
уравнение 


тр" (1 24 п (и— т) 5" (1 в р ЕЕ0 


/ 
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приводящееся к виду 
(т Я т) 2?’ (1 еф 7) ааа = 0 


Это уравнение имеет корни 


0, 1, 


Первые два корня обращают выражение р”(1 — р)" в нуль, а так как 


т 
это выражение положительно для всякого р, то корень Ф обратит его 


в шахітип, а потому обратит в шахітишп и выражение 


т 


_ 


Итак, искомые наивероятнейшие пределы искомой вероятности суть: 


т о; Рао. АИР 
от , : 


$ 21. Теперь мы будем искать вероятность того, что р заключается 


т 
в пределах р, и р,, весьма мало отличающихся от =. Пусть 


_т . 26. Њ 
НИ. но 


где 2, и 2, суть положительные или отрицательные величины настолько 
малые, что можно пренебречь их вторыми степенями. При этом мы будем 


‘предполагать 97, %, % — т весьма большими числами. 
Пользуясь Формулой Стирлинга, получим: 


1 
И 

1.2.3...п= У2жв °.е" 
1 
т+— 

1.2.3...т= Ужт-т *-е” 

В "+ 
1.2.3... (®— т) = үт: (п — т) ое 


Вследствие этого Формула (14) дает 


1 
4 ни 1) 
$ == — і | аут. 
Ро ә 0 = п-т — 

Үлт ° (п —т) 5 


-Замечая теперь, что 
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1 
и пренебрегая весьма малою величиною хў получим 


Е "+ Ри 
№ = а А ‚ | 2" (1—2) ". аа 
Ро "= а ыт 
тт (п — т) Ро 
или, полагая 2 == = + 2: 
з э} 
Р, ае З е. т п—т 
КЕ + ; (а) (1—9—а) 42 
У2тт (п— т) 7 
или 
ых 81 
? 2 п-т 
(м) 
Ро х. 2 - “”- т п — т 
үт . т (п —– т)? > 
Но мы имеем , 
п-т 
С рае 
п2 п2 
тов (1-5) (0 тов ( 1—2.) = 
„Г 1 м 
= т 9 т? =... — (я) == 
д г ИС о 
м: *. 


Поэтому, пренебрегая членами с высшими степенями 2, получим 


т, 5, т 
% У 8 У пЗ 
5 О В ЕЕ тит) 
а" 3. 6 3 
2% Ут” (пт)? 5, 
полагая 


пЗ 


(а 205 
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мы приведем это выражение к виду х 
т й 
а 1 
є == —= је" ы а 
а д. 
где 
= З: 
2 2 
п? .2 п? д 
т оолу е ас ле о 
М2 т (п — т)? М2 т? (п — т)? 


Итак, вероятность того, что р заключается между пределами 


т 2т (п — т) т 2т (п — т) 
"утат а аот 


определится по Формуле 


у) { ц 

(1 5) 7 9 = — |=" а 
аа 

Если 
ї = —и и ВА 


то это равенство обратится в такое: 


( ) | НЕЙ | | | 
| ( ) — – — е2 ы 
т у ү 7 


0 


При и сколь-нибудь значительном (напр. большем 2) значение интеграла, 


п 
входящего в равенство (16), будет весьма близко к ->, поэтому вероятность 


2 


будет весьма близка к 1. Но, с другой стороны, при % весьма большом пре- 
делы, между которыми заключается р, будут весьма близки между собою, 


т ; 
весьма мало отличаясь от а а потому мы можем сказать, что при 7 = оо 


т 
предел р есть —- 
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$22. Перейдем теперь к решению нового вопроса, относящегося 
к повторению событий. Положим, что событие при ® испытаниях повтори- 
лось 2% раз, требуется вывести заключение о вероятности того, что это 
событие при /: испытаниях повторится { раз. Решение этого дат осно- 
вывается на теореме 4-й. 

Предположим, что вероятность р случиться событию в одно испытание 
может иметь только величины: 


>: да ^ 1—1 


ОН Уу сп М 


это и будут различные гипотезы, в которых рассматриваемое событие может 
иметь место. 

Мы допустим теперь, что все эти гипотезы имеют одинаковые веро- 
ятности (допущение, не имеющее никакого основания), а так как число их № 


и которая-нибудь из гипотез непременно должна иметь место, то вероят- 
й 1 
ность какой-либо из них будет м Итак, 


Р=Р,=Р,... =Р 


ых 1.2.3... (®и—1)п А 1 нк 
ны) .( у) 
точно так же к. 
Ё: 1.2.3... (Е —1)Е аР сы 
Е а Ще 9 


Вследствие этого, называя через Н, ‚— искомую вероятность, что событие 
при / испытаниях повторится і раз, мы будем иметь 


м 
Ур м 
Нл = 28 
р м 
= 
Е тн И 1 
7 1.92-:58.., 08 > х) (:- х) ЕЈ 
71. 2:8...7172.81..@—)`7 хс аера иро 
У (0) (0-5) "-х 
Б. Л, Чебышев, Теорих вероятност 6й 18 
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Предполагая теперь, что р может иметь все возможные значения от 0 
до 1, дая чего должно положить № = оо, мы получим 


1 
Га — т. др 
.2.3...@—1:№ 6 
Г. 


1 
1-20... 11.9:8. 0—0. 


(17) Ин= 1 
[=а —2)"т.ах 


Для примера решим такую задачу: событие в м испытаний постоянно 
повторялось, найти вероятность того, что оно повторится и в (® ~+- 1)-ое 
испытание. 

В этом случае мы должны положить: 


= бе 


вследствие чего будет 
1 


| а". ах 
са 0 __ 8-51 
Н, =. 1 7 т-2 
Га". ас 
Г) 


Формуле (17) можно дать несколько иной вид, замечая что 


1 


ела ат. ГО 


ГО +) 
6 
и что при я целом 


Г(м) =1:2.3... (п — 1) 


Вследствие этого мы получим: 


1 
[="ча 24. Р .45= 


о 
Ра 1 


Гата — 1)". х = 


0 


1.2.3...(—4-0)-1:2.3...(п—т-- 0—0) 
1.2:.3(п+- 0-4-1) 


1.2.3...т.1.2.3... (п— т) 
1.2.3... #1 


а потому 
(18) Ни = | 
_1:2-3,..8-1.2.3 ..(т--0.1.2.3...(®—т-- 0 .1.2.8...и--0 — 
—1.2.3...1-1.2.3...(—01:2.3...(и--Ё-1)-1-2.3...т-1-2.3.. .(и—т) 


Е 
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5 23. Найдем теперь то значение Ї, которая делает наибольшей 
вероятность Н;;. Называя это значение через №, мы должны иметь 


Ну не <Ну, и Ну не <Н,,„, 


Или 
Ну» Ну 
: Нет: < 1-м не 1 
(0 Ну) Ну, — г 


Если бы одно из этих условий удовлетворялось знаком равенства, то 
мы получили бы для # два значения: Ли А + 1 или ^— Ти). 
Пользуясь Формулой (18), мы будем иметь 


Ну (тл) (8—0 —1) Е Ну). _@-- (п—т- 8—0) 


На А-та 10) Н · (тн 1) (Е — 2) 


вследствие чего условия (а) примут такой вид: 
(т №) (Е— А 1) не < А(п тА 1) 
(0+ 1) (п — т-а 0— А) не < (тА 1)(0— А) 


откуда следует 


Х не = 82 и Л не ен 1 
поэтому если 
т 

есть дробь, то мы получаем одно решение 

о 7 

= У =(--1) 

если же == (Е 4 1) есть число целое, то мы получаем два решения: 

т 

= 701) 


т 
Отсюда видно, что вообще 
М=# отр 9, 
п т т 


где би 6, суть правильные дроби, поэтому, предполагая 9%, э и Е числами 

весьма большими, можно сказать с точностью до 1, что наивероятнейшее 
= т 

число повторений события есть 5 К. 


13* 


Ми. ГСП. ОГО. | 


— 196 — 


$ 24. Мы теперь будем предполагать т, п, Е и Ї, т — т, Е — 
числами весьма большими, и в этом предположении найдем вероятность Я, > 
наивероятнейшего числа повторений события в ё испытаний, на основании 
известного нам числа 2% повторений в % испытаний. Для этого мы восполь- 
зуемся Формулой (18), которую преобразуем по Формуле Стирлинга 
‹ 1.2.3...2= Уд - 27.6 
Мы имеем: 
1.2.3... =Уж. №. 
1.2.3...(0т+ = үт(т а 1). (та 0". т 
1.2.3... (п— та — 1) = Мт(п —– та Х 
х (т о ке Е ри-т-ф . е-т-т-+к-— 
1.2.3...м(п + 1) = 2-1). (в 1). е0 = 
= тю. п". е0. (д 1) 
1.2.8...1= үт.1.1.е7! 
1.2.3(0— 0) = үт (0—0). т.е! 
1.2.3.. ‚(в К (п 64 = У2т (п + №) 4 (н а К) х "+ х 
х (п +++ 1) 
1.2.3... т= ү2тт.т". е" = 


1.2.3... (п —– т) = ү2п(п — т) · (п — т)". е" 


Вследствпе этого мы получим 


Н Басса )- т п-! 
и \ү т.1000) (пат (п т) наа 1 


КЕ. (тн. (и — та 8—1) т. рт 
х (Е — 0) - (п 3 ДРЕ. тт. (п — тт 
Замечая, что 
Е=1--(К— 0) И т = т - (п—т) 


п 1 
иен 1 


и что м и Ё весьма большие, так что вместо можно брать 5 


п 
+" 
мы получим 
Н. –ү п (т 0) Е (п та 8 — 0) (=) 
2 жад 


27-1. (0—0) 0041): т: (пт) \п-+Ё 


к 
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В этой Формуле мы можем приписывать { не только целые, но и дроб- 
ные значения, а потому, вставляя в нее вместо { найденное выше наивероят- 


т 
нейшее число - · К, мы и получим искомую вероятность Н. ,. Но мы имеем: 


Е. тей |" (ав 

== — | ———— ==({ — п 

п п 1 п 

пт — т-4- — 1 \ —"т+к—1 пт. птн 

( п № ) Е ий ых 
(нт) 11 


(ат) Е. (те) 
> 82 и) (в 4 .т. (п—т) 


ИЛИ 
пЗ 
реге Маруа п— т 


Числитель этого выражения относительно букв л, Ё, т, 1— степени 5, 
а знаменатель — степени 2, а потому при №, Ё, т, { весьма больших рас- 


сматриваемая вероятность весьма мала. 
$ 25. Теперь мы будем искать вероятность того, что { весьма мало 
т 
отличается от А = я К. 


Пусть / 
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где 2 будем предполагать весьма малым по сравнению с числами 7, э, /: 
и А, так что им можно пренебрегать перед самими этими числами. 
Положим еще: 


так что будем иметь: 


т = пру = рту 4 2; п — т т(1— р); К —1 = ну(1— р) — ғ 
тн =я2(1-ну)-н2; п--ё=п(1-у); пщт-Е—1= 
—=7(1-+у)(1—р)—2 


Вследствие этого будет 


Е(т 1) (п — т-а —0.т 
27 .1-(0— 10): т: (пт) (п а 0) 
г: у [пр (1-4 у) +2]: [в (1 -+у) (1—6) — 2] 
7 № Эт (пру е) · [ту (1 — р) — 2 (1 — р) (1-- у)? - я 
Замечая теперь, что 2 весьма, мало сравнительно с л, мы можем пре- 
небречь им во множителях, находящихся под знаком радикала этого выра- 
жения, вследствие чего после сокращений оно обратится В 


1 , А 
Үтәр (1 — в) п (1-н у) Р 


Называя через К — другой множитель, входящий в выражение №, 


будем иметь 
1 


Нуар»: 


причем | 
и аР. Е 5 ] аа е (" (1 -ну) + отв 5 
7 М р уе 
х п (1 — ) (1 + у) у" (1+) —ғ 1 2, 
( п (1 а у) б" (1 — рав == 
пружа 1 
не 2, 1. 1 ( А 5 2 пр(14-У)+-2 
рта р ау) 
1 2 п (1—5) (1469)—я 1 у 
Ф ( —— 55) Оа? — 


тр(1-НУ)+2, Ы АД В 75 п. ( 32 ғ т р)14У) 5 

и АЕ 0 ТЕ Е 

Е ор НИ 
р"? . (1 — р)" р). "РУ "(1 +5) .(1 — р)" р)у—= (1 2 
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Итак, мы находим 


пу) # 1—р) (14+) —ғ 
= теі А РЕ 


2 тру 2 "(1—р) у—2 
р |] 
пру п (1 — ру 
но мы имеем далее: 
Р 2? 
105 (знам.) = (эру + 2) ба... |= 


22 
во [ах ао] = 


=а-н 2 рор ар А — 2 4 2° Е с 
7 тәу 2тру ЕЗ —р)у :. 29 (1 —р) у 
. 
Расте: Ии НЕ 
"77 7— 0пур (1 — р) 
точно так же будет 
8. 


106 (числ.) == ау а—р 


поэтому, пренебрегая остальными членами, которые, когда 2 порядка не 


выше Уп, весьма малы, мы получим 


21 
К=е #019701) 
и, следовательно, 


га 


е а а-9) 


Нл Еч Ү27пу (1 у) 2 (1—6) 


Вероятность того, что { заключается между известными пределами 
Ги М, выразится посредством суммы от Ну между пределами Г, и М. 
Поступая так же, как это было сделано в $ 16, мы найдем, что эта сумма 
может быть заменена интегралом (при той степени точности, с которою все 
наши вычисления производятся). 


Таким образом, обозначая через [1 — вероятность того, что і закзю- 
1, 


г 


чается между пределами Г, и М, мы получим 


2? 
Вет 6 та) 2 
г Мну (1 3) (1—0) 
т 
а ТОВА 
Үту(1 4 ә) (1р) Ужа-уа-в) _ 


полагая теперь 
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мы будем иметь 


(20). = еа 


где 


Рат У2ту (14 у) р (1—0) ае Узи (1 4 у) (1 — о) 


м. 


Отсюда, внося вместо у и р их значения, мы получим: 


брани СОСЕН Ми ИЕТЕЕТТСЕЯ 
п п в т 


Самый замечательный случай есть тот, когда и, = — и и, = + Ї, 


тогда полагая 
` [2т (п — т) (па) _ 
78 а 
получим 


(21) П оа 


При $ сколь-нибудь значительном вторая часть этого равенства весьма 
отличается от 1, а потому весьма вероятно, что { заключается между пре- 


делами. 
анун ае Гот (п т) Е (п а №) 
7 т 7 


Этот вывод можно выразить в виде такой теоремы: 
Теорема. Формула (21) определяет вероятность существования не- 


равенства 


рны. (2535 = 


Отсюда мы можем прийти к результатам, полученным нами уже 
раньше и которые заключаются в (22) как частные случаи. 


(22) 
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Предполагая я = оо и замечая, что 


‚._ "т 


рү 201—2) <р <р 0201—00) 


таким образом мы приходим к выводу, полученному в $ 16. Полагая # == оо, 
мы найдем 


18) оа утех) 


т. е. результат, полученный в $ 21. 

$ 26. Теперь мы перейдем к рассмотрению того случая, когда вероят- 
ность р событию случиться в одно испытание различна для различных 
испытаний. 

Положим, что 


_ мы найдем 


Ра, Ра Рз› · +. В 


суть вероятности событию случиться в первое, второе, ... м-ое испытание. 
В таком случае, как мы видели, вероятность 208 того, что событие слу- 
чится 7% раз в ® испытаний, будет коэффициентом при #" разложения 


(11+ 1— р) (0,1 1—2.) (р, 1— 2)... (р, 1—р,) 


что Можно выразить таким уравнением 


(4-1 — р) (0,1-1 — р) (р, 1— р)... (рё 1—р,) = 


Банї 
= 25 уу 
а т==0 


На основании этого уравнения, мы можем выразить вероятность Р 
при помощи определенного интеграла. В самом деле, мы знаем из курса 
«Определенных Интегралов», что если Функция [ (2) разлагается в ряд 


К) = 4,4 4,24 А2024... + А2"... 


то коэффициент у. разложения определяется по Формуле 


+" 
д пета 
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поэтому, полагая т —=®-н1, 
т=я-+1 
е т 
0= 5, Р,” 
т=0 “ 
найдем 


` (23) 9 Р, = 
= 1 Јоле 1 а-ру)(р,ен 1р)... (рет 1—14р,)- Ф 


р 


Мы покажем теперь, что произведение, стоящее под знаком этого 
интеграла, имеет величину сколь-нибудь заметную только при Ф, близком 
к нулю. Для этого заметим, что ` 


ре +1— р, = р,005 421 —р, -+У—1р що 
откуда 
[Мод(р, 6—7 ~ 1— р, = [р, с0зф-+1— р-р, = 
= р> (1—2, + 2р, (1 — р) — 2р, (1 —р,) + 2р, (1 —12,)с03ф = 

=1 — 2р, (1—р)(1 — соѕ е) 

отсюда видно, что 
{ Мод [ре - 1—1) <1 

причем знак равенства соответствует значению ф == 0. 


Число ж» предполагается весьма большим, следовательно только те 


элементы интеграла через который выражается Рин будут иметь влияние, 
для которых модуль весьма близок к единице, т. е. которые соответствуют 
значениям Ф, близким к нулю. Вследствие этого, при приближенном вычи- 
слении вероятности а" мы в разложениях по степеням ф будем пренебре- 
гать степенями выше второй. 


Но мы имеем 
2 Р 
лов [р-а 1—р,| = 108 А (101—1...) 1 —в = 


2 
== 102 [1 Ур Я А 


2 \2 
— 2 р Ф 1-р) 
РЕСЕ 


=Р.ФУ—1— Я (1—4) 9* + 556 
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вследствие этого полагая 


2; + р, + И +- рь == 
2. (1—2) 2, (1—2)... 3-р, (1р) = по 


мы можем Формулу (23) заменить такою приближенной: 


= РН. 
м: 25 | Я - о 
1 Г" о 
== е" ` [сов (нд — т)ф = У— 1 іп (пд — т) $]. аф 

а так как 

+ 19 

ја "віп (пд — т) · аф = 0 
то будет 


+ 
1 9а на 
Рт 55 је е2 "воз (4 — т). ие "вов — т) аә 
—к 0 
так как я предположено весьма большим, то пренебрегая вследствие этого 
величиною интеграла 


со КТЖ Р 
Ге 2 соз (пд — т) Ф - йо 


мы будем иметь 


ре 
РЕ е 3" соз (и4 — т)о . 4$ 
0 


© 1 и 
т —— 
[е оов ае 4а 
а а 
0 


Но мы имеем 
\ 


а потому 
11, Пк = 
Р: Р Ла 2" 
\ Рат т 2 20° 7 
ИЛИ 
09")? 
(237) А 39 
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Отсюда видно, что тахітит вероятности соответствует случаю, 
когда 


и. е а 
п т 


м 
Называя через П — вероятность того, что 7% заключается между пределами 


І, 
Т,. М, и предполагая числа я, т, в — т весьма большими, мы получим 


такую приближенную Формулу: 
М 


Га 
у ү? пе 
полагая теперь 


т—пд__ 1—7 _,. М— нд 
ЕТТ) Ут ” 80 — 


мы дадим этой Формуле такой вид: 


"ү У2п0 


(24) = Г. =. 


2, ==... =, == 4 
получаются, как частный случай, Формулы (7). 
Когда 


тд4-1,У2п0 
Отсюда при 


1 =—и; | = Фи 


то Формула (24) обращается в такую: 


пд+-иУт) 9 н 
(25) П == | с: 
пин) т, 


Это есть вероятность существования неравенств 


ТЕ Е н а 20 


Так как вероятность этих неравенств при и сколь-нибудь значитель- 
ном весьма близка к 1, ас другой стороны, при э» весьма большом пре- 


т 
долы, между которыми заключается 53 весьма мало отличаются от ди при 


п = оо делаются равными 4, то мы можем сказать, чтө 
7/0 р +... 4 
Ќа (5) 5:19 СЖ; 27 $ Рь 
7% / оо п 
В этом заключается закон больших чисел, в первый раз доказанный 
`и Формулированный Пуассоном. 
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$ 27. Перейдем теперь к вопросу о повторении нескольких событий. 
Пусть 4,, А,,... А; суть различные события, из которых в каждое 
_ испытание одно непременно должно иметь место. Вследствие этого, назы- 
вая вероятности этих событий соответственно через 


Р,, Р., Р., е" Р, 
мы будем иметь 


ДЕД, .., р, = 1 


При этом мы предполагаем, что в одно и то же испытание два раз- 
личные события не могут иметь места и что вероятности этих событий 
одинаковы для всех испытаний, так что как в первом испытании вероят- 
ность события А; есть р;, так и в любом К-ом испытании эта вероятность 
есть р;. 

Положим, что в э испытаниях событие А; случилось т; раз, тогда 


ттт ... = 
Будем искать вероятность 
4, т 
того, что в м испытаний событие А, случилось т, раз, 
А, т, раз... Аут раз. 


Искомую вероятность можно рассматривать как вероятность события 
имеющего несколько несовместных видов, и потому она равна сумме вероят- 
ностей каждого из этих видов. 

Один из этих видов заключается в следующем: в первые т, испыта- 
ний событие А, повторилось 7, раз, но не имели места события 


РИ У 


в следующие т, испытаний событие А, повторилось т, раз, но не имели 
места события 4,, 4,,... А ит. д., наконец в последние т, испытаний 
событие А; повторилось т, раз, но не имели места события 


“бр. Е. Ч, 


` Так как мы предполагаем вероятности р,, р,,... ру постоянными, то 
вероятность рассматриваемого вида будет 


11", 08", 03°, ... ри 
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Но вследствие постоянства вероятностей р, , р,, . . . 21, это будет также 
и вероятностью каждого из остальных видов. Всех же видов будет столько, 
сколько можно сделать различных перестановок из ® элементов, содержа- 
щих $ групи одинаковых элементов, из которых в одной группе т, ‚ в дру- 
гой ,, ... ит. д. элементов. 

Вследствие этого искомая вероятность выразится следующим образом: 


1.2.3... ®—1).п 


, О ача С (НЫ ЕЦЕ С АЗЕ рУ т 
(26) Ры. т та 108 т.т. 


Нетрудно также убедиться, что искомую вероятность можно опреде- 
лить как коэФФИициент при 
ты... 
в разложении выражения 
(ара 
так что можно положить 


(27) (дир «Е: + 010)" = № ия й" ..• д" 


& из этого равенства мы также получим выражение (26) искомой вероят- 
ности, 

Если события 4,, 4,,... А; определяются какими-либо числовыми 
величинами, так что событие 4, определяется, напр. , величиною Функции 0 ($), 
то Формула (27) может служить для решения вопроса о вероятности того, 
что в ® испытаний сумма этих числовых величин будет иметь наперед за- 
данную величину © (так, напр., если событие 4, состоит в вынутии карты, 
на которой стоит номер #, то может быть вопрос о вероятности того, что 
сумма нумеров на вынутых в ® испытаниях картах равна 5). 

Для решения этого вопроса мы полагаем 

1, = ро 
вследствие чего Формула (27) обращается в следующую: 
а 


5 5 рот +. от 0) = р, {9-4 р, +... ды 


Так как искомая равна сумме всех вероятностей е 
Ф, 


тт. ... т 
для которых СА т, (е С уАОВАеТВРратЕ условиям: 
т т. о = 7 — т 


т, 0 (1) + ,0(2) 4... 4 0 (0) = 8 
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то из предыдущего равенства видно, что искомая вероятность есть коэФ- 
Фициент при в разложении выражения 


[0,49 --р,,#9 4... -- р 
Здесь особенно замечателен частный случай, когда 0 (2) = = и когда, 
следовательно, искомая вероятность того, что 
т 1 т. 2... ат. 1 == 8 
определяется как коэффициент при # в разложении выражения 
Р 
(р-р... 3-р)" 
Если мы назовем через Р, — рассматриваемую вероятность, то в общем 
случае будем иметь 
(28) № Р, = [р-р о... ре] 
в указанном же частном случае эта Формула примет вид 
`` 8 1 
У Р. = (р-р... 4-р)" 
Положим теперь, что события 4), 4,,... 4, одинаково вероятны, т. е. 
р: == р, =... = ти 1. 


Вследствие этого будет 


при всяком #. Для этого случая выведенная Формула принимает такой вид: 
З - 1" ПЕ 9 і\" й—1\” 
(2 р а-та аф =(7) (=) 
(29) дај. 78 < ) 1 1—1 
Из Формулы (29) мы и можем найти вероятность Р, того, что сумма 
величин, определяющих случившиеся в ® испытаниях события (в данном 
случае сумма значков, соответствующих случившимся в ® испытаниях 
«обытиям), равна данной величине 8; ь 
$ 28. Мы покажем теперь, каким образом, основываясь на Формуле (29), 
можно получить выражение вероятности Р, под видом некоторого ряда. 
Мы имеем 


`` 1 п — 
5а Ви (0 — 1—1) 


= 
так что вопрос сводится к нахождению коэффициента при Ф "в разло- 


жении выражения 
(пе 7 
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по степеням #. Но мы имеем: 
г 7,, 0 ГЕ 1п—1) п (п 2—0)": (и) __ 
(АЕ уе 
п (п— 1) (п — 2) ди) 
уса р" С 


1. 


боа Орд есвце а 


1.2 1.2.3 
А Руж 
Полагая 
100 — 1) — (п Л = 8 — т 
получим 


= 100—4) — в 


Вставляя это значение А в выражении общего члена второго ряда 
и делая последовательно + равным 0, 1, 2,..., мы будем получать в этом 
разложении все возможные члены, которые, будучи умножены соответ- 
ственно на первый, второй, третий, ... ит. д. члены первого ряда, дадут 
члены, содержащие #_" [при этом член со значком $ второго разложения мы 
умножаем на ($ ~ 1)-ый член первого]. 

Отсюда, видно, что сумма членов произведения 


(# — 1—1)" 
содержащих #", будет иметь такой вид: а 


А. < ; "(п— 1)... (0—15 1) п(п- 1)... [04-1 (0—0) —8—1 
: а 909 А 1.2... [100—0 — 8] 


где $ должно давать все значения от 0 до м включительно, с тем, однако, 
условием, чтобы множитель 


п (п — 1) (п —– 2)... (п 1-4-1) 
ИЕ Е 


при $ = 0 был заменяем 1 и множитель 


п(п-н 1)... [4100 — 5—1] 
1.2.3... [100—0 — 3] 


г — 8 < 1 — к 
при # = =: 1 “ был заменен единицей, а при ї > т нулем. При этом 


следует заметить, что ію есть наибольшее значение, которое может иметь $ 
(это следует из того, что сумма значков не может превышать наибольше! о 
значка, взятого столько раз, сколько было испытаний). 
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На основании сказанного мы заключаем, что искомая вероятность Е, 
может быть представлена таким образом: 8 


Е 


н 


=к 
1х: 1 (0—1)... и—#-1) 

к №10 1:2... я 
(30) 


п (п 1)... п и) —5—1 


. [000 — ) — 3] 


причем 
Е == Ч 


Отсюда мы находим такое выражение для вероятности Р; в виде ряда: 


р,=1{%0200 ... п — 8—1] 
т 


1:2 ...9— 8 
= %.00602. Па 
1 ‚+ 1—1) — 8] 

п (—1) п(п- 1)... п" — 1) — 5—1 
р асаа 
__п(0— 1) (п— 2) п®-+1.. ОВЕН ЦЗЕ В) а= 1]. 4) 

1.2.3 1.2... 1%®—3)— 8] 


и этот ряд прекращается, коль скоро мы дойдем до члена, равного 1 или 0. 

Для примера применим этот вывод к игре в кости. Эта игра состоит 
в бросании шести костей, имеющих вид кубиков; на сторонах кубика вы- 
ставлены нумера, 1, 2, 3, 4, 5, 6, и выигрыш или проигрыш, смотря по 
условию игры, зависит от суммы выпавших нумеров. 

Так как все равно, бросать ли шесть раз одну кость, или же бросать 
один раз шесть одинаковых костей, то мы можем рассматривать бросание 
каждой кости как одно испытание, а потому в рассматриваемом случае 
п — 6. 

Нумер же, находящийся на верхней грани упавшего кубика, мы можем 
считать за величину, измеряющую событие, имевшее место в известном 
испытании, откуда видно, что в рассматриваемом случае і = 6. 

Определим теперь вероятность Р, того, что сумма выпавших нумеров 
есть 8. Формула ОТ в рассматриваемом случае принимает такой вид: 


У 1). 5...(1—9%) 6.7.8... (41—67— 5) 
(а) а=: Ў в `1:2,8... 66—63) 


КЕ 28 |1 


Б. Л. Чебышев, Теория вероятностей А 14 


причем 
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Величина 3 не может быть больше 36. 
Определим по Формуле (ә) величины Р,,, Рь, Ри, Ри, • · . , получим 


ЬЯ 
1 1 
Ри = 


06 — 46656 
при $ = 35: К = 1 и будет 
1 1 
Ру; = 66: 6 = 7776 


при 8 = 34: К = 1 и будет 


6.7 7 7 
Р. = 0.5 =7116:3= 15559 
Точно так же найдем: | 
р ЕВ о рее ес 
33 7 15552.92 5832’ 83 — 5832.4 2592 ~ 
7.10 Я 
Ры = 95.5 = 1996:`°° 
Полагая теперь 3 = 30, получим 
36 — 
К— ЕЗ6 $ 30-128 
имеем 


3 1296.6 69 7776 
Таким образом мы видим, что величина с 3 = 36, с уменьшением 3, 
вероятность Р, увеличивается, нетрудно убедиться, что 
(В) Р = Р; Р = Р,; Р. = Р; Ры = Р, ит. д 
поэтому вероятность Р,, начиная с з == 6, увеличивается с увеличением 
значка, и это увеличение продолжается до тех пор, пока з не получит сред- 
него между 6 и 36 значения, т, е. д0 з = 21. Итак, Р, есть шахішит Р,. 


При 8 = 21 будет 


К= Е? +1=2+1=3 
поэтому 
р: У, 1}.8-5-@—96-7-8... 00—60 _ 
25 1.2.3 1 1.2.3... 15 — 61 Р 
= 0197 .8.9. 10. 11.12.13. 14.. 15.16.17: 19. 19.20 
14,08 .2.3.4.5.6.7.8.9.10. 11-12. 13 : 14. 15 


6 Е пак 6-7-8 0. 
1.2.3-.4.5.6.7.8.9 12999-8 «80072 


2218-16-17. 19—60:11 19:14558 257-8. 3748820 801 
66 — 68 — 2592 
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Мы написали равенства (В) как очевидные; докажем их аналитически, 
для чего представим Формулу, выражающую Р, в несколько ином виде. 
Мы имеем Формулу 


Ау 


Отсюда 
Ў р,.ғ= 1.001000" [1—10 Бат 
елук аныд, ЗЕЕ 
п (п 1) п (п 1)... (®—^—1) А 
4 -... | 


полагая теперь 
ЛЯ =3— п 

откуда 
== 8—п— 41 

мы получим такое выражение для общего члена коэффициента при # " 


1) п (п — 1)... (0—41) п(в-1)...8—й—1 
К) тау `1:2.:8..@—й—в 


а отсюда получим и самый коэффициент, взяв сумму подобных выражений, 
в которых $ имеет все значения от 0 до такого значения не включительно 
при котором 8 — № — # делается отрицательным, т. е. до 


7"]+1=8 


п(п — 1)... (п—1-- 1) 
1267.79 


і = 


при этом множитель 


при $ = 0 и множитель 
п (п +1)... (6 —1— 1) 
1.2... (6—01 — п) 
при 5 — 1 — = 0 должно заменять через 1. 
При таком условии мы находим 
Ех) 1}. "#—).. 1—11 п(п-1... (8—41 — 1) 
У ры: 1.2... ($—И— п) 
14* 
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Применяя эту Формулу к игре в кости, мы приведем ее к такому виду: 


кри 6.5... (7—9) 6.7.8... (&—6#—1) 
(ү) Рн О 1:2... 1:9-8...(8—6— 6) 


Е +1 Е 
а ас оа: 6.7. З. „бер59 
Р. = є 2, ( -1) т .$ 1.2 .. &—69 


Если же в Формуле (8) положить з = 6 =, то получим 


к 
+1 
а. ; 6.5...(1=9) 6.7.8....5--0— 6 
Ре = 68 = уай. Г О | 1.2.3... (0—6) 
Отсюда и видно, что 


Ра = Р, 


что и требовалось доказать. 
Впрочем, это есть частный случай общей теоремы, потому что, осно- 
вываясь на Формулах (30) и (31), нетрудно доказать, что вообще 


= к = Р, а 
Итах, мы нашли: 
1 6 1 
еи 16656; 17 Ра (8 = уут6; 
21 Т 56 Я 
В === 15559} ВЬ=Р, = в = 5555; 
__ 361 
т 2592 


Рассмотрим теперь несколько планов лотерей, в которых известные 
выигрыши зависят от выбрасывания известной суммы нумеров шестью 
костями. ; 

Мы имеем приблизительно: 


# 


1 
тб; = Р 


1 
м — 2900 ит, д. 


Р=Р 5 


36 — 46656, В =, = 


=” 
1 
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Положим теперь, что лотерея устроена таким образом, что суммам нуме- 
ров 6 и 36 соответствует выигрыш 46 656, суммам 7 и 35 — выигрыш 
- 7776; суммам 8 и 34 —выигрыш 2222; остальным суммам не соответствует 
никаких выигрышей, так что устройство этих лотерей можно выразить 
следующей таблицей: 


Вероятность выигрышей Выигрыши Матем. ожидание 
1 
Ро — 16656 46656 1 
1 = 
Р; == 7716 7176 1 
1 - 
Р = 5990 2222 1 
0 0 
0 0 
0 0 
Ри = сЕ. 2222 1 
77000 
1 
35 == сте 7776 1 
1 
Рв — 16556 46656 1 


Отсюда видно, что математическое ожидание этой лотереи есть 6, 
а потому, если желательно, чтобы лотерея была устроена безобидно, необ- 
ходимо, чтобы ставка была равна 6. Обыкновенно ставка делается в 10 коп., 
а потому для безобидности лотереи необходимо, чтобы выигрыши, соот- 
ветствующие суммам нумеров 6 и 36, 7и35, 8 и 34, соответственно 
равнялись: 


46656 7776 А 
600° 10 = 777.6 руб.; а 10 = 129.6 руб. 
и 
2222 
500 :10==3720 руб. 
или кругло | 


780 руб. 130 руб. 40 руб. 


В действительности же откупщик лотереи назначал выигрыши гораздо. 
меньшие, вследствие чего лотерея была ему выгодна и весьма невыгодна 
_ ставщикам; вместо 780, 130 и 40 руб., напр., назначалось 78 руб.; 


9 
13 руб.; 4 руб.; так что 10 СТавки шло в пользу откушцика; поэтому та- 


кие лотереи во всех государствах упразднены. 
Сравним теперь три лотереи, из которых одна составлена по только 
что рассмотренному плану, другая заключает 4 выигрыша: 2—по 46 656 руб. 


> 
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и 2 — по 7776, и третья заключает два выигрыша по 46 656 руб.; при этом 
предполагается, что лотереи устроены безобидно. Математическое ожида- 
ние иервой лотереи, как мы видели, есть 6, математическое ожидание 
второй есть 4; математическое ожидание третьей есть 2; предполагая, что 
ставка одна и та же и равна 1 руб., мы получим такую сравнительную 
таблицу этих лотерей: > 


Вероятность Выигрыши 
выигрыша 1-я лот. 2-я лот. 8-я лот. 
Реа Ра оон дн ... 7776 руб. 11664 руб. 28 328 руб. 
Ри РАБ а аео аА Та оо ОРВИ 1944 » 0 
Е Г ох 5.0: 370.3 » 0 0 
р тет Гон 0 0 0 


Таким образом мы видим, что выигрыши в этих лотереях значительно 
разнятся между собою; самые крупные находятся в лотерее, имеющей 
наименьшее число выигрышей, и хотя вероятность выиграть хотя что-ни- 
будь для каждой лотереи различна, но несмотря на это все три лотереи 
одинаково безобидны, потому что математические ожидания их одинаковы 
и равны ставкам. 

$ 29. Перейдем теперь к рассмотрению того случая, когда Ё в Фор- 
муле (29) делается весьма большим и наконец обращается в бесконечность, 
т. е. того случая, когда дело идет об определении вероятности того, что 
сумма весьма большого или бесконечного числа величин, имеющих одина- 
ковые вероятности, имеет данное значение. 

Мы имеем 


Т0 #—1^ 
ХР,’ = "Су 


Но мы знаем, что если Функция / (2) разлагается в ряд 


А,+4,1+ А.Р + А450... 


+т 
1 
А || ее. а 


Поэтому, полагая 
А 
найдем 


Р-р Г ої. (99), д 


(61. 1)" 
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Замечая теперь, что 


в \” 
ит 1\" онест [513 
(21) ЕА Ф 


вій -^ 


найдем 
РА = баз 


Е ‚ 10 \ 9 
н уст / Ш -- 
Ия А 2 )* 2 а 
27 131 2. 


2 
—т 


но 


` 3 
ф-т — 03 (им) ф+ Уз (м) 
а потому _ 


Если же положить в — 0, то будет 


іт 
2 


1 У 11 20 [Г 310 2 
(32) па) (а) Та 


Шт 
о 


Таким образом вероятность Ру выражена определенным интегралом. 


Сопоставляя Формулу (32) с Формулами (30) и (31), мы можем найти значе- 
ние интеграла 


ыў 


зіп 0 7)" 
вов (ау) а В 
2 Г | віп 
1 
0 

Будем теперь искать вероятность того, что № заключается между пре- 

М, 
делами №, и №,. Называя эту вероятность через Й, получим 
№ 
іт 


93 
р; 


й- 58-3 [ За бен)е 


0 


УС: 7 
ыы" 2.49 


Гр. 
вів = 
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Это есть точное выражение искомой вероятности. Теперь мы выведем при- 
ближенное выражение этой вероятности для того случая, когда ѓ и ® весьма 
велики. Мы имеем 

9 п 

9 151 1 сИ ети 

Ру=—: воз (и 202—2) 6. ой ВАХ б . 40 


пі ГА 1 


Отсюда видно, что при { весьма большом можно приблизительно положить 


іт 
2 


ва [5—9 


ибо при » весьма большом лишь те элементы. интеграла влияют на его 


величину, ХАР которых 0 весьма малое; в самом деле, рассматривая здесь. 


іт 


интеграл как предел суммы, в которой переменная 0 изменяется от 0 до ри 


мы видим, что при % весьма большом те члены этой суммы, в которых 0 имеет 
віп 0 
величину значительную, будут весьма малы, потому что множитель (= Е 9). 
будет весьма мал, значит на величину интеграла будут влиять лишь те 
члены, где 0 весьма мало. 
Основываясь на этом, мы при приближенном нахождении вероят- 
ности Ру можем считать 0 весьма малым, а в таком случае, замечая, что 


зіп 9 0? 

аай: И У 
Е 8іп А 0° 

9\” тө т 
юв (#92) == № 108 (1—"%)= №" 
откуда 
(90), 
0 


следовательно будет 


Ра ва гон (#— 778-49 


пренебрегая теперь величиною интеграла 
о 


/ АСС 40 


іт 


2 


Ми. ГСП. ОГО. | 


получим 


2 Сею ү 

я је 6 СО (ит). 
0 

мы, на основании Формулы 


со 
а? 
| соз ах о 02 
; = 26 


найдем 


Отсюда 


Выражая эту сумму при помощи интеграла, как это мы делали и раньше, 
и замечая, что при » весьма большом все члены, кроме интеграла, будут. 
весьма малы, можем положить 


Полагая теперь 


үб и т 
М5) = 
в (0—7 
получим 
№ 1 9 
=-= |е. 
1 ® ре 
а 
где 4 
уб т ү6 т 
ї —— — ї, = =— —— 
ми: ( 2,000 А тт ) 
Таким образом мы имеем 
т и 
фк: А А 
(33) П ==: Јата 
Ш У», Ы а і; 
2%" 
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Особенно замечателен тот случай, когда 


=—и и = + и 
так что будет 
С 
з ув 9 и 
(84) П = ей 
и, о 17 
5176 


Отсюда видно, что весьма вероятно, что № удовлетворяет неравенствам 


т Түп Ш Туп 
. ИЛИ 
1 1и М 1 1и 


Здесь М есть сумма величин всех событий, случившихся в ® испыта- 
ний, и мы знаем, что в каждое отдельное испытание может иметь место 
только одно из рассматриваемых событий и что, с другой стороны, в каждое 
испытание одно из рассматриваемых событий непременно должно иметь 
место. 

Поэтому Формула (34) определяет вероятность того, что средняя 
арифметическая из весьма большого числа величин, имеющих одинаковую 
вероятность «случившихся» в весьма большое число испытаний, заклю- 
чается между пределами 


1 1и 1 т 


р а тж Ч лр с 
2 у 2 Үп \ 
Так как эту вероятность можно сделать на сколько угодно близкой к 15 то 


можно сказать 
М і 


і (= у: == 5 
т. е. средняя арихметическая весьма большого числа величин, имеющих 
одинаковые вероятности, при увеличении число испытаний до бесконечности, 
стремится к пределу, равному половине числа всех величин, иначе — поло- 
вине наибольшей из них. 

На выводе, к которому мы пришли, основываются в некоторых 
Физико-математических изысканиях, когда желают решить вопрос о том, 
случайно ли известное явление, или же его следует приписать некоторым 
причинам, 
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Положим, что событие А; измеряется величиною #, так что рассма- 
триваемые события имеют величины: 


№, 21, 34, ...№ 


причем Ш есть наибольшая из этих величин, которую назовем через а. 
Умножая неравенство (а) на №, получим 


гуце айс 


Отсюда видно, что при % = оо средняя арифметическая из всех рассматри- 


а аш АХ а аш 
—н 


АМ Я а 
ваемых величин (=) имеет пределом половину наибольшей из них (5) . 


Приложим этот результат к одному вопросу астрономии. Если бы 
наклонность плоскостей планетных орбит к плоскости эклиптики была, совер- 
шенно случайна, другими словами, если бы вероятность того, что наклон- 
ность 0 не зависит от 0, то мы нашли бы, что средняя арифметическая 
из всех наклонностей равнялась бы приблизительно 90° (половине наиболь- 
шей из них 180°), т. е. средняя плоскость планетных орбит была бы пер- 
пендикулярна к плоскости эклиптики. Но на самом деле оказывается, что 
плоскости планетных орбит составляют весьма малые углы с плоскостью: 
эклиптики, вследствие чего средняя арифхметическая из всех наклонностей 
весьма мало отличается от нуля. На основании этого заключают, что наклон- 
ность плоскостей планетных орбит не случайна, а существовали некоторые 
причины, которые сообщили плоскостям орбит всех планет приблизительно 
одинаковую малую наклонность. 

$ 30. Перейдем теперь к новому и последнему вопросу теории вероят- 
ностей. Хотя этот вопрос и не относится к повторению событий, но мы его 
помещаем в этом отделе, потому что он имеет очень близкую связь с во- 
просом, разобранным в предыдущем параграфе. 

Итак, мы переходим к определению вероятности того, что сумма вели- 
чин, изменяющихся от случайных причин, заключается в данных пределах. 

Положим, что мы имеем несколько величин 2, у, 2 ит. д., и положим, 
что 2 может иметь только значения: 


(а) ПЕ А 
у — только значения: 
(8) Уз Ул» Уз» + 
# — только значения: 
(ү) Е И 
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Назовем вероятности того, что 2: имеет значение 2;, через р;, что у имеет 
значение уу; — через 4,, что ғ имеет значение 2; — через 7; и т. д.; предпо- 
лагается, что 2 непременно имеет одно из значений (о), у — одно из зна- 
чений (8), г — одно из значений (ү); так что будет: 


рр. р... ЧИ Он. = 


(А) 


положим еще: - 


НН Ту... = 


р-р, 2, ря... =а 


в) 49,49,04 9034-6. = Па, ... == 0 
( р-н... =а,; 
902+ 990 + 99 4 ы =; 7,2,2 47,20 4 Ой 
так что а, б, с, ... суть математические ожидания величин, а, 0,, е, ... 


суть математические ожидания их квадратов. А 
Будем теперь искать вероятность того, что 


24-04-24... == 8 
Нетрудно видеть, что если Р, есть искомая вероятность, то 


У Р, = р-не... х 


х [4049,0 908...) |0,0 Ра... ] 


(35) 


Теперь, чтобы упростить выводы, мы будем предполагать, что 2, у, 2, 
и т. д. могут иметь только целые значения; это ограничение впоследствии 
можно будет устранить, предполагая, что =, у, г будут выражены в весьма 
малых долях той единицы, в которых мы их предполагаем выраженными 
во время наших выводов. Конечно, такое рассмотрение предполагает, что 
х, у, 2, ... суть величины рациональные, тогда как при общем решении 
вопроса мы должны их предполагать какими угодно, но, несмотря на это, 
мы примем это предположение, потому что будем разыскивать лишь при- 
ближенное значение вероятности Р,. 

При сделанных ограничениях найдем 


в ре веет 7 .| . [4 неї дене д. .. Ў, х 


х (», в" ар, ене А. а | т тъ аф 
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мы будем теперь делать приближенные выводы, основываясь на том, что 
число величин 2, у, 2, ... весьма велико. Руководствуясь соображениями, 
развитыми в $ 26, мы можем при приближенном нахождении этого инте- 


_ грала пренебрегать степенями Ф выше второй. 


Вследствие этого, замечая, что 


= 2 о? 
р, е1 4-р, мон РЙ =. (1 А ме ...) = 
__ 
1. 


1, ФУ—1 г. а) 
1 бд, Б. 


н-0. (1 а —————— 
мы получим, на основании равенств (В), 
+ 
Р, 149019 че |. ГЕ =Е х 
х[1 + сфүу— 1 а ее: йо 


Но мы имеем 


[2 н И к а 
жор 11 | 
а аа ате л я 
= (0-0-2 ...)фү—1 -- [02—04 02— В а 2 — с... 15 
ааа 2 
= 490—1 — ВХ 


причем положено: 


ас... =4; а, — 0 3-0, —12 4-00... = В 


- Таким образом получим 


+т а к Ве? 
1 [Ге 2. омут. см. т 
р,=3- | е аата вава = е * с03(А— 9-4 
пренебрегая величиной интеграла 
со Ве 
(86) [= 2 ев(А— 3): 9 
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что позволительно при В, достаточно большом и положительном, имеем 


(87) в.а) ас 
А ты Я = у=Б 


_ Чтобы оправдать сделанное нами отбрасывание величины (ж), надо дока- 
зать, что В >> 0 и что с увеличением числа величин 2, у, 2, ...В также 
возрастает. 
Для этого достаточно доказать, что а, — а, а, — 0%, ... все положи- 
тельные. : 
Возьмем одну из этих разностей, ‘и что будет сказано о ней, то же 
относится и до остальных. Мы имеем 


а, — 9 = а, —2а.а+а.1 
=р,02--р,22-- ... —2а(р ля...) 
@(р =...) = р, (2,2 — 2ах, 4-0) + р, (0,2 — 202,4 а?) -... = 
= р, (2, — а) 4-р, (2,— а}--. 
это показывает, что величина а, — а? есть величина всегда положительная. 
Обращаемся теперь к Формуле (37), определяющей вероятность Р,, 
что сумма 2 4 у 4-2 . .. имеет данное значение $. Называя через | 


вероятность того, что $ заключается между пределами 5, и 3;, и замечая, 
что, в силу нашего предположения, В весьма велико, вследствие чего сумма 
без чувствительной погрешности может быть заменена интегралом, мы 
получим 

и 


. 4 
|-[- Ү= В 5 


8, 
р ассматривая эту Формулу, мы замечаем, что вероятность 1! опреде- 
8 


ляется ею в виде однородной Функции нулевого измерения относительно 
величин 2, у, 2, ..., а потому она не изменится, если мы изме: им единицу, 
в которой выражены эти величины; вследствие этого, сделанное относи- 
тельно величин 2, 2,, ... 2, 2, ... И т. д. ограничение может быть 
отброшено. Итак, мы будем теперь в выше найденной Формуле считать $ 
каким угодко (это уже следует из замены суммы интегралом, вследствие 
чего введен (8, предполагая з изменяющимся непрерывно). 
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Полагая теперь 


С "вв 55 =А-н% УВ; 8, =А-+ёу2В 
получим т = у 
НО 
А+ И. У, 
Если взять 
ў == —6 і = + и 
то получится 
то 9 б 
(38) = а 
Аи УВ үт 0 


По этой Формуле и определится вероятность того, что 
А-и МВ >> А— МВ 


А=а-ф-с-... 


причем 


В == а, — а 4-0, — 1024-0 —0... 


С увеличением # эта вероятность будет приближаться к 1, но зато пределы 
для з будут делаться шире. Эти пределы зависят также от величины В, 
которая, в свою очередь, зависит от числа величин 2, у, 2, ... Если мы 
это число назовем через 2, то найдем, что Формула (38) определяет вероят- 


ность того, что 
2В “ =: 
р-а зга 
ат 


Эти неравенства и их Не мы имели уже в $$ 8 и 9, где было по- 
казано, что * 


А-ни УВ 9 
ЕРЕ 
А—и УВ 


тде 0 есть правильная дробь, причем эта, последняя Формула, была доказана, 
совершенно строго. Поэтому в теоретических изысканиях следует пользо- 
ваться этой формулой, хотя она и не дает возможности вычислить вероят- 
ность 


А+и УЗВ 
А—и УВ 


* Эта Формула получится, положив # = и У2 в окончательной Формуле $ 8. 
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Формула же (38), дающая эту вероятность, выведена не строгим путем. 
Нестрогость вывода заключается в том, что мы делали различные предпо- 
ложения, не показав предела происходящих от этих погрешностей. 
Этою же предела не может дать сколь-нибудь удовлетворительным 
образом математический анализ в настоящем своем состоянии.* 
Несмотря на это, мы будем пользоваться Формулой (38) при изложе- 
нин способа наименьших квадратов, к которому теперь и переходим. 


Приложения теории вероятностей к обработке наблюдений 


$ 81. При дальнейшем изложении мы будем основываться на Фор- 
муле (38), определяющей вероятность того, что-сумма 2 у +2... 
величин, изменяющихся от случайных обстоятельств, заключается между 
пределами 


а+иү2В и А—и\В 


при этом мы выберем для и такую величину, чтобы упомянутая вероят- 
ность, определяемая Формулой 


о 3 
еф 
= 


равнялась =. Это значение и будет приблизительно равно 0.48. 


„ 


Пределы А — и У2В. А-ни ү2В мы будем в этом случае называть 
вероятными, так что «вероятными» пределами для суммы 2 + у + 2 +... 
будут такие пределы, что эта сумма с одинаковою вероятностью заклю- 
чается в них и вне их. 

«Ширина» этих пределов равна приблизительно 


2.0.48 /2В = 0.96. УВ 


2 = 
Но мы знаем, что величина —= | е 7°. 4 при и сколь-нибудь значи- 


Ут 


0 


* В статье «ХопүеПе Ѓогте 4а #һёогӧше ѕиг 1а Іішіќе 4е ргођаріікё» (Мёт. Асай, 
бс1., 1906) А. М. Ляпунов дал вполне строгое и общее доказательство этой так называемой 
«предельной теоремы теории вероятностей». Возможно, что эти слова его знаменитого учи- 
теля и побудили Ляпунова заняться этим вопросом. А. К. 
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_ тельном, напр. и == 3, весьма близка к 1,* поэтому если мы «ширину» 
вероятных пределов увеличим в 6 или 7 раз, то получим уже такие пре- 
делы, для которых можем с‘азать с весьма большою вероятностью, что 
сумма 2 + у 2 4 ... заключается внутри ИХ. 

Когда мы будем говорить об ошибках наблюдений, то «вероятными» 
ошибками будем пазывать ошибки, заключающиеся в вероятных пределах, 
т. е. в пределах А 


А— 0.48 ү?В и 4--0.48 ү?В 


и при дальнейшем изложении будем везде предполагать и = 0.48. 

Прежде чем итти далее, мы условпися еще в одном термине: мы будем 
говорить, что наблюдения не заключают в себе «постоянной ошибки», если 
ошибки положительные и отрицательные одинаково вероятны, т, е. если 
математическое ожидание ошибок равно пулю. 

При дальнейшем изложении мы будем предполагать это условие вы- 
полненным, т. е. будем считать математическое ожидание ошибок равным 
вулю; если же нам придется анализировать наблюдения, имеющие постоян- 
ные ошибки, то мы будем делать соответствующую оговорку. 

Следует заметить, что при эгом одинаково вероятными предполагают 
ошибки, имеющие одинаковые численные величины. 

$ 32. Положим, что дело идет об определении некоторой величины У 
и что наблюдения дают нам для нее такие значения: 


Р И пана 7 


* Для наглядности приводим краткую табличку значений этого интеграла. 


0.000000 0.742 101 0.999 598 

0.1 0,113 468 0.746 908 0.9 999 779 

02 0.222108 \ 0,845 701 0.999 999 951 
0.3 0.328 627 . 0.710 814 0.9 999 999 846 
0.4 0.428 898 0.952 285 0.99 999 999 981 
0.5 0.520 500 0.976 848 

0.6 ‚ 0.608 $56 0.989 091 р 
0.7 0.677 801 0.995 829 

Б. Л. Чебышев, Теория вероятностей 115 
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в этом случае за величину У обыкновенно принимают среднее арифметиче- 
ское из этих значений, т.е. 


ЕЕ. 2 
т 


и притом чем больше число наблюдений ж», тем мы считаем это значе- 
ние ближе к У. Мы покажем теперь, на чем основываются подобные 


суждения. 
Пусть 
в ТСЕ 
суть ошибки гтервого, второго, третьего, . . .м-ого наблюдения. При этом 


положительными ошибками будем считать такие ошибки, которые увели- 
чивают, а отрицательными —- такие, которые уменьшают истинную вели- 


чину У. 
При этих условиях будем иметь: 
= 1, — 6 
И = І, —є, 
у= 1, 
откуда 
ву = (1,1,4... 1) (66 Е 07) 
и 


р +... + аә... ея 
238 т т 


“ 
Отсюда видно, что, принимая за У среднее арифметическое из наблю- 
денных значений, мы делаем ошибку 


ао... 
п 


Е 


Найдем теперь вероятные пределы этой ошибки. 
Применяя к данному случаю Формулу (38), положим: 


в таком случае 


Е 0) Р; у Е. (0) У у е0 
а= У 224-0; = Уу 2:4; 0; с= Ў 2-7;=0, и. Т.Д 
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где =. есть одна из возможных ошибок первого наблюдения и р;— 
вероятность ее; є, — одна из возможных ошибок второго наблюдения и 
4; — вероятность ее и т. д. 

Вследствие этого мы будем иметь 


А=ачжфс-... =0 
Далее мы имеем 


в (® \з 1 ; ; 
а= Ў (5) п У и 
причем положено 


теч р} (с. Р; 


= Величина К зависит от качества наблюдений, и нетрудно видеть, что 
чем меньше #, тем лучше наблюдения, потому что / тогда только может 
быть малым, когда ошибки малые по абсолютной величине. 

Если все наблюдения одинаково хороши, то # для всех наблюдений 
одно и то же, и мы будем иметь 


а ===... == 


вследствие чего будет 


Таким образом мы видим, что вероятными пределами дзя е будут 
служить величины 
— и 21 и и 20 
п п 
показывающие, что «ширина» вероятных пределов уменьшается с увеличе- 
нием числа наблюдений, если только все наблюдения одинаково хороши; это 
и служит основанием к увеличению числа наблюдений, когда желают по 
средней арифметической из ваблюденных величин «более точным образом» 
определить искомую величину. 
Перейдем теперь к другому вопросу. А 
$ 33. Положим, что дело идет опять об определении величины У, для 
которой наблюдения дают значения: 


па У ВРЕТ 


и требуется найти такую комбинацию из этих наблюдений, которая давала бы 
наиболее вероятное значение для И. 


15* 
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= 928 ==“ 


Этот вопрос может быть поставлен или таким образом: а) из всех 
возможных комбинаций требуется найти наилучшую, или таким: 6) из всех 
комбинаций данного вида требуется найти паилучшую. 

В первой Форме этот вопрос, конечно, гораздо общее, но решить его 
в такой Форме мы можем только при помощи закона гипотез, а все выводы, 
сделанные на основании этого закона, не имеют надлежащей строгости; 
поэтому мы решим этот вопрос во второй его Форме и выберем следую- 

щий вид комбинаций: 


НА НН... Г 
м-н... № 


Здесь мы постараемся определить №,, А, ..^, сообразно с усло- 
вием, чтобы эта комбинация наилучшим образом выражала У, т. е. чтобы 
вероятные пределы ошибки были наиболее тесные. 

Заметим, что средняя ариФметическая есть частный случай этой ком- 
бинации, именно — когда 


А = А =. =, 
Мы имеем равенства: 
= — в 
= І, —є, 
У Рі 


отсюда: 
ТО, ^,... -^,) = 
= (№, 1,4,1, 6.0, Г) — Ал... в ^,) 


р 1+1... А Е № 9-6,0,4-... Не 


Мм... № Мм... 


= 
так что, принимая за У величину 


№ №... Ты 
Им 
мы делаем ошибку 


уе: Же 64-66 
мА... № 


Найдем теперь вероятные пределы для этой ошибки. 
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| Пусть 
0 6. 5 5 ЗИ у = — 5'№ А 
мъ... Нм, м... 
трна Па 7 ЗРК Т, Д. 


м2... А’ 


В таком случае будем иметь 


40. А, ета 
Е. о а ма... А, Х + ну 


таким образом будет 


| фо ;. 0 
значит и 
А =%0 
Далее мы имеем 
== в - 2 Ра, № № р Гуты 
кр теч А 5, аР 
^2 
—[. 1 


(+3... А)? 
Предполагая, что все наблюдения одинаково хороши, будем совер- 
шенно так же иметь: 


р, =. Ч Е ае РЧ олоо Р Р 
З 0-2... 2)’ (А... 2)!’ н 


поэтому найдем 


Как уже сказано, наилучшей комбинацией будет та, при которой 
«ширина» пределов наименьшая, так что вопрос сводится на определение 
А,, №, ... А, из условия шиииит’а выражения 


АНИ... м 


ем 
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_ 


Но легко видеть, что в таком виде эта задача неопределенная, ибо 


из условий тіпітит”а, сами величины А,, А,, . : .А,, не определятся, а опре- 
делятся лишь отношения между ними; поэтому мы можем между этими 
величинами поставить какое угодно условие, выраженное одним уравнением 
между ними. Наиболее простой результат получится, положив 


(о) МА... А1 
так что будет 
АА... А2 
Условия тіпітит’а И’ дают уравнения: 
МАХ, а-а, +... аА, А, == 0 
а, + Ф, ... + а, = 0 


Умножив второе уравнение на неопределенпый множитель р и вычи- 


1 


тая из’ первого и уравнивая затем пулю коэффициенты при @А,, \,, «. . 


... ЯХ, получаем: 


№, == р № № ру -.. Ар 
эти уравнения вместе с уравнением а дают и 
1 
№ =, = А, = 787 === 


Таким образом мы видим, что тіпіюши И имеет место при равен- | 


стве количеств Х,, А, ...Л,. 2 


положим 


но мы имеем. 


А.М 20,5, = ^,) +2 
откуда 
№22 - 5), = 
ге Бы], 
п 
а потому зе ж: 
== айт левы =.) 
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Так как второй член правой части этого равенства всегда положи- 
тельный, то отсюда видно, что штипат У будет иметь место только 
в том случае, когда этот второй член равен нулю, т. е. когда 


а 


т. е. при условии равенства величин А,, А, ...А, 
Итак, мы приходим к заключению, что за У следует взять 
І + 1+... 1 
п 
т. е. среднюю арифметическую из наблюденных величин. 
5 84. Показав, что из всех комбинаций вида 
м1 +14 ... =), 2, 
А... № 
наилучшая есть средняя арифметическая наблюденных величин, мы пока- 
жем теперь, на чем должно основываться разыскание наилучшей из всех- 
возможных комбинаций, 

Положим, что нам известна Функция Ф (=), определяющая вероятность 
того, что погрешность имеет величину =. В таком случае мы легко можем 
определить наилучшую комбинацию наблюдений. 

В самом деле, положим, что У может иметь значения: 


И АН 


(величины И, И,, ... И) могут быть сколь угодно близки друг к другу). 
Для определения величины У, мы произвели ж наблюдений, которые 
дали нам следующие значения: 


О 


т 


Это представляет событие 2. 
Различные гипотезы, в которых это событие могло случиться, суть: 


И У Ру РИ РИ, ит, 
Не зная ничего о вероятности этих гипотез, мы предполагаем их 
равными между собою. Назовем через Р— общую величину этих вероят- 


ностей, тогда 
Р =Р,== Р, == 2. = Р. =... =Р 


Это допущение является произвольным, вследствие чего дальнейшие 
выводы не являются строгими. ^ | 
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Вероятность события Е в гипотезе, что У = И, т. е. вероятность 
того, что, определяя из наблюдений известную величину У) , мы получим для 


нее значения 
С 


Ву = Ф (1, — №): Ф(1,— Р)... Ф(1,— Р) 
И потому вероятность того, что событие Е случилось в гипотезе 
У = и 


есть 


выразится таким образом: 


Ру ру _ ФС - Р) Ф016 7)... Ф(1,— 0). Р 
ХВ У 0 7) (0—0)... (1, №): Р 
23 Ф — 7) (1, — У)... (1, — №) 

У (1 — 7,) (1—7)... Ф(1,— №) 


где сумма распространена на все значения А и, следовательно, есть вели- 
чина постоянная. 

Таким образом разыскапие тахітшп’а этой вероятности сводится на 
разыскание шахипат’а выражения { 


== (1, — №): Ф(0,— №)... Ф(0,— №) 

что в том случае, когда Функция Ф (г) нам известна, и даст уравнение для 
определения У) в Функции наблюденных величин Г, 1, ... Г. Эта 
последняя Функция и будет наилучшею козбинацией наблюдений, потому 
что вероятность того, что Ӯ) равно этой комбинации, — наибольшая. 

Итак, мы видим, что все дело заключается-в определении вида Функ- 
ции © (2). 

Некоторые теоретические соображения, о которых будет сказано 
ниже, приводят к заключению, что 


$ (2) = Ре" 


где Еи д суть некоторые постоянные количества. 

Эту Формулу пробовали проверять опытным путем и нашли, что ова 
довольно хорошо выражает закон вероятности погрешности в зависимости 
от изменения величины этой погрешности, 

Принимая за Ф (2) — приведенную выше Фупкцию, мы найдем 

267 0 ља 
причем 
ё = (1, — Р) (12 — 1)... (2, Р) 
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Отсюда видно, что шахпиит У будет иметь место при тшахипиш’е 
выражения 


(Г. — Р) (2, — Р) З = (2,„— Р)? 


в котором У рассматривается как независимая переменная. 
Значение У), делающее предыдущее выражение тахииот’ом, опре- 
деляется из уравнения 


20, 0) —2(0,— 0)... —2 (1-7) =0 


что дает 


1 2 п 


Г-н 1,4-0... 1 
Р Т 


Таким образом предположение, что у 
$() =Р. в" 


приводит к заключению, что наилучшая из всех возможных комбинаций 
_ есть среднее арифметическое из наблюденных величин. 

$ 35. Теперь мы покажем, на каких теоретических соображениях 
основывается нахождение вида Функции ф (2). 

Заметим, что если имеются два наблюдения, то можно принять за не- 
сомненпое, чго наилучшей комбинацией их будет среднее арифметическое, 
потому что в этом случае ничто не дает нам права предпочитать одну 
из наблюденных величин другой, вследствие чего мы и должны остано- 
виться на величине, которая была бы на столько же удалена от одной из 
наблюденных величин, как и от другой. 

Но нельзя того же сказать о трех пли о ббльшем числе наблюдений. 
В самом деле, положим, что мы сделали три наблюдения и что два из нах 
дали одно и то же значение для искомой величины У. В таком случае мы 
должны дать преимущество величине, повторившейся два раза, но 
должно ли это преимущество выразиться в том, что мы от величины, 


| г 2 н 
повторившеися два, раза, берем 3, от величины, случившеися один раз — 


1 
-3 и сумму последних принимаем за, величину У;? Очевидно, мы не имеем 


права утверждать это. 
_ Телерь мы покажем, что если за наилучшую комбинацию трех на- 
блюдений принять среднюю ариметическую, то можно найти вид Функ- 


ции ф (2). 
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`Мы видели, что наилучшая комбинация находится из условия тахі- 
тит’а выражения : : 


= Ф(1,—— Р): 900, №)... Ф(0,— 0) 
Для трех наблюлений это выражение будет 
И = (1, — У): Ф0— 7): Ф(0,— Р) 
Разыскание шахипиш”а его приводит к уравнению 


9—1), 9—1), 9 44—20 
$, У) 900—7) 90,7) 


Положим 

=) 

10) 
тогда это уравнение примет вид 

У, — №) 4-00, 75) 901, 1) = 0 
Мы должны теперь выразить, это что уравчение удовлетворяется при 
"ДЕЕ 1+ 1,9-1, 
очевидно, что при этом значении будет 
(7. а: Г.) 62 == 7.) (Г, = ,) —=0 
поэтому, положив Г, — ТУ) == 5 Г,— У =, имеем 
18 — и == = 520) 

следовательно, мы должны иметь равенство 
(а) Ф009) 3 0) + ф(— 0—6) = 9 
справедливое для всяких у и у, а потому мы можем его рассматривать 
как уравнение, определяющее Функцию (9). 

Здесь мы встречаемся с новым вопросом математики: Функция опре- 
деляется не дихференциальным уравнением и не уравнением в конечных 
разностях, а уравнением, связывающим значения искомой Функции, соот- 
ветствующие различным значениям переменной независимой, известным 
образом связанвым между собою. Такие уравнения называются Функцио- 
назьными. Решением таких уравнений занимались (между прочим Абель) · 
и теперь занимаются некоторые математики. Однако до сих пор не суще- · 
ствует общих приемов для их решения; существующие же приемы сво- 
дятся на то, чтобы по данному Функциональному уравпению составить диф- 
Ференциальное при помощи диффФеренцирования и исключения неизвестных 
величин. Мы покажем один из этих приемов на рассматриваемом частном 
случае. 
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Дихференцируя уравнение (а) по у, находим 
0 (0—0) = 0 

Дифхеренцируя это уравнение по у,, находим 


(у 0) = 0 


Полагая 
| —у—и=е 
найдем 
(7 (2) = 0 
откуда 


ф(2) = Сг С, 


Пользуясь теперь найденным видом Функции $ (2), мы приведем урав- 
нение (а) к виду 
Су С, = Су, + О, — С(— 5—0) С, = 0 
откуда 
С, = 0 
значит будет 


== 


Ф (2) 
Отсюда: 
05 0 == Си 
с 
р) = Е. е" 
а потому 
ур Ж (и — ч (0 — + ВЯ 
отеюда: 


А == СТ [-— (4—7) —(@, — 7) —(1, — №) 


Фү а З 
полагая здесь ЗУ = Г, + 1, + Г., найдем 


Ф 


Так как 7, при рассматриваемом значении У) , должно быть тахіти, 
ый 2 ур 
то полученное выражение для гу должно быть отрицательным; а так 


как И’ положительное (ибо У” есть произведение трех положительных 
множителей), то С — отрицательное. 
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Поэтому, полагая С = — 20, получим 
ф(2) = Ее" 


где Ри д суть некоторые положительные количества. 

Таким образом, допустив, что наилучшею комбинацией трех наблю- 
дений служит среднее арифметическое, мы нашли вид Функции ф (2), но, как. 
мы уже сказали, это допущение является произвольным, и оно не вызыва- 
лось необходимостью. 

Заметим, что для двух наблюдений допущение, что наилучшей комби- 
нацией служит среднее арифметическое, есгь необходимое, но оно недоста- 
точно для определения вида Функции ф (2). 

В самом деле, в этом случае уравнение, определяющее наилучшую 
комбинацию, будет 4 

Ф (1, — т Ра Ф (1, — )) _ 0 
Ф (Ё, — У) Ф(,— И)) 
полагая попрежнему 
/ (= 
О = 
приведем его к виду 4 


Ф 1) + (0, — Р) = 0 
Этому уравнению должно удовлетворять 


= 2+ 


Выражая это и полагая Г, — Ї, = 2у, получим 
400) + (0) = 0 


а это уравнение не определяет Функции $ (у), ибо всякая нечетная Функция 
ему удовлетворяет. 
Если мы допустим, что действительно 


(Б) ф(0) = Е.ет 
то легко придем к способу наименьших квадратов. Для этого положим, 
что 2; есть погрешность і-го наблюдения. Но мы видели, что вероятность 
известной совокупности погрешностей определяется таким образом: 

У ф(а) © (1) -Ф (№)... Ф (2) 
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а потому погрешностям мы должны приписать такие величины, при кото- 
рых выражение 


(©) (01) 9 (а)... 9 (@„) 
имеет тахішит, ибо знаменатель в предылущем выражении есть величина 
постоянная, Но выражение (с), при существовании уравнения (6), будет 


Л 4 е9 (22 +20 +2) ... + 2") 


и следовательно, мы должны погрешностям приписать такие значения, при 
которых выражение 


з 2 3 Й 
а а а а А А 


есть тіпітаит, т. е. для нахождения наивероятнейших погрешностей мы 
` должны найти шшипит суммы их квадратов. | 

$ 86. Весьма часто наблюдения дают не прямо искомую величину У, 
а величины, связанные с нею некоторыми уравнениями. 

Мы рассмотрим тот случай, когда наблюдения дают величины: 


а Еа Г 


где а, о,, .., а, суть известные числа и где «; 7 есть величина, опреде- 
ляемая из 1-го наблюдепия. 
Положим, что для этих величин мы нашли в ® наблюдениях такие зна- 


чения: 
СВЕ ВИ Я 


Вопрос состоит в том, чтобы найти самую благонадежную величину для У. 
Решая этот вопрос, мы не будем разыскивать наилучшую из всех возмож- 
ных комбинацию наблюдений, потому что, как показано на более простом 
случае, это не может быть сделано строгим путем, а найдем самую благо- 
приятную из всех комбинаций вида 

А, Та -н 0,1,4... А, І, 

М-Н А... Жи 


Называя через є, — погрешность $-его наблюдения, мы будем иметь: 


о У == Г, 16 
У а, И = 1, — &, 
у а == 1—8, 


МАЛА. ГСіП.ОГо.рі 


— 238 — 


Умножая эти уравнения соответственно на \,, А,, ... А, и складывая ре- 
зультаты, получим 
(ино, А, +... а, А,) У ь 
== (А, [+ А, ,-... А, [,) — Омен... №) 
откуда 


= — № Р-Н. а Ме НЕ... 4 е, 


На № Аа А Ам. ь, Нм 


Отсюда видно, что, принимая за У величину 


р № Тл Н.Н м Е, 
1 004-0 
мы делаем погрешность 
АЕ М-Н в 
а 9,4... 4-9 


Мы будем теперь искать вероятные пределы для =, и из того условия, что 
эти пределы наиболее близки между собою, мы определим 


` АА, 1595 


Но если мы не поставим никакого условия между этими величинами, то 
вопрос будет неопределенный, а потому будем предполагать 


№№. а, Л, =1 


отчего, конечно, нисколько не пострадает общность решения. 
Итак, мы имеем 


У, = 2, -н А, 1,4... С, и ель -н,.. №6, 


Находя вероятные пределы для є, будем пользоваться формулой (38). Для 
этого мы положим: 


=), Е; у= №,; 2 ==), 6}... ИТ, Д. 


и будем под є, разуметь одно из возможных значений є,, т. е. одну из 
возможных погрешностей первого наблюдения, под є, — одну из возмож- 
ных величин =, И Т. д. 

Предполагая, зто наблюдения ве имеют постоянных ошибок, мы будем 
иметь: 
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Предполагая, кроме того, все наблюдения одинаково доброкачественными, 
мы получим 


ЗЕ У О, «9р, = А р ера ХК 
и точно так же: 
б = А 50, == А2... 
Итак мы находим 
4= 0; В = (0 А-ЛЯ... А2) 
Поэтому вероятные пределы для є будут 
ем М2 (02 А2 -- л 3) и 0 ү2 0,2 4 А, -- А) 
Вёледетвие этого вопрос теперь сводится к определению тіпітит'а 
№ а 2... А 
при условии 
(ж) а № аа А =1 
Для этого находим уравнение 
0—9 9), 0—90)... (0, ар), = 0 
_ откуда следует: 
№= р № = № р... = 
и затем из уравнения (*): 
х Р азага а... а 
так что 4 


А ИЕ  ОРИАРОКА. б № = и 03 < 
нее... о’ ен аа... на,’ 


“ 319 Й Е. ОЕ аа 
. да. 8 2 3 
и" а-а 


Следовательно, самою благонадежною комбинацией будет 
ыы 2 ЕЕ 
а Р а 7А 
Если а, а,,... &, ——9иела целые, то о полученном выражении Г можно 
сказать следующее: положим, что мы, сделавши о; наблюдений, при каждом 
наблюдении получали для У величину = и положим, что всех наблюдений 


было сделано 2,2 -+- 2,2-4. . .-+-0,2; в таком случае наплучшею комбинацией 
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наблюдений будет, как мы видели, среднее арифметическое из наблюденных 
величин, отсюда мы и получим вышенайденное выражение для У, . 
Показанный способ определения У, в первый раз высказанный 
Лежандром, и носит название способа наименьших квадратов; но пе потому 
он получил такое название, что мы находим шипит суммы квадратов мно- 
жителей ^,, Х,, .. . А,, а потому, что при помощи его величина для У делает 
шіштит, как мы это сейчас докажем, сумму квадратов погрешностей. 
Чтобы это показать, найдем то значение У, которое делает наимень- 
шею сумму 3 
ЕЕ... = 


Мы имеем > 


НН. НЕ = (Г, — 7} + (Г, —о, У)... (Г, —о, 
Для определения тіпітит”а этой суммы мы получаем уравнение 
а, (Г. — 7) <, ([4— “Г... на, (Г, — Г) =0. 
из которого находим 
р а ад з а у. 
“т =... 9% ~; Ж 

Далее мы изложим способ находить наилучшие к^мбинации для опре- 
деления из наблюдений нескольких неизвестных, и покажем, что и в этом 
случае самые благонадежные комбинации те, при которых сумма квадратов 
погрешностей наименьшая. Теперь же заметим, что способ наименьших 
квадратов не ёсть единственный, который употребляется при обработке 
наблюдений. Существует еще способ, в некоторых случаях более выгодный, 
по которому неизвестная величина определяется из наблюдений таким обра- 
зом, чтобы наибольшая из погрешностей имела тіпітшп, и этот способ 
в некоторых случаях выгоднее способа наименьших квадратов, но вообще 
следует отдавать предпочтение последнему. 

$ 37. Положим теперь, что требуется определить из наблюдений вели- 
чины Си Уи что в #-0М наблюдении мы ищем величину выражения 

а; (-- ВУ 

где ә; и В; суть данные числа, и что это наблюдение дает величину Ј2;. 
Называя погрешностя #-ого наблюдения через є,, мы будем иметь: 


+В 1, —& 
25 О-У = 1, — в, 
(1) 


4 а.07 6,7 =, —е, 
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Найдем комбинации, при помощи которых О и У определяются с нан- 
меньшими погрешностями. При этом, как и прежде, будем рассматр:вать 
только линейные комбинации (относительно 1, 1.,...). Для этого мы 
должны поступать следующим образом: умножив каждое из урав ений (о) 
на некоторый неопределенный множитель А; складываем результаты, — 
это нам даст одно из уравнений для определения О и У, а именно: 


(№0... МО - (В ВА -... + Вл, У 

=(Г, Т.А, ... Г, А,) —(6 Ае... в А, 

и подчиняем множители А,, А,, . .. А, условиям: 
ана, М... а = 1 
(2 
В. Вл... В.Л, = 0 
Вследствие этого мы прямо получим для 17 выражение 
=), ... ЛГ, — (е-е... №) 
Не зная ничего о величине погрешностей, мы принимаем за 0 выражение 
(3) О = А, НА, Г, =...) Г, 
причем делаем погрешность 
(4) = № 4-4... НА 
Если бы мы подчинили множители ^,, Х,, .. . А, условиям 
(8) Ма, А... ал, == 0 
Вл, В ^, = ... ВЛ, =1 
то мы получили бы выражение для У. 

Отсюда видно, что, найдя окончательное выражение для (7, мы можем 
прямо написать и окончательное выражение для У, заменив буквы а; через В; 
и обратно; поэтому мы будем теперь говорить только об определении 0, 
и все о нем сказанное будет относиться и к определению У. 

Итак, теперь вопрос сведен к определению наилучшей из всех комби- 
наций вида 

А, А.А, 


где ^,, А, ... А, удовлетворяют условиям (1), и эту наилучшую комбина- 
цию мы и примем за О. Найдем для этого вероятные пределы для погреш- 
ности 


ЕЕ А, А, 5 аи Л, 


В. Л. Чебышев, Теорна вероатиостей 


Ми. ГС. ОГО. р| 


— 242 — 
Полагая 
(6) = №69 -5, 


и предполагая все наблюдения одинаково доброкачественными, найдем, как 
и раньше, что вероятные пределы погрешности будут 


—и Уря 042... а А3) и жи ү?(,2-4-2-4-... + 2) 
вследствие чего все сводится к нахождению тіпітит’ а выражения 
АНА... А 
шри условиях (1). Для этого имеем уравнения: 
2. 47, + ^, 4”... 4, = 0 е 
а Ф ао, +... а Ф = 0 
В.а, н В, 0 +... 8, Ф, = 0 


Умножая второе из этих уравнений на — р, третье на — с, складывая 
полученные результаты с первым уравнением и приравнивая нулю коэфФи- 
циенты при 4,, 4^,,...4^,, получим уравнения вида 


(7) №=0;,р+ 6,5 (== 1,.2, 3,... м) 
и на основании уравнений (1) будем иметь для определевия р и с уравнения: 
48) о, (вар + В, 3) <, (ар 2) +... о (9,0-8,7) = 1 
В, (ви р-= В, 2) = В, (в = Вз) =... НВ, (0,р 8,2) =0 
иначе Ў 
(0,24-0,24... 4-а 2) (0,0, 0,8, +... В.) 1 
9) (08,3-20,4... В, ) 2 -+ (8,2-6 8,24... 8,2) = 0 


Определив из этих уравнений с и с, мы по уравнениям (7) найдем А,, А,,...Х,, 
а следовательно, и (/, и величины вероятных пределов погрешности =, еси 
только будем знать величину /, которая определяется, как о том сказано 


ниже. у 
Теперь мы покажем, что найденное таким образом значение для #7 


тожественно с тем, которое получается из условия тілітит’'а суммы ква- 
дратов погрешностей. 
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Мы имеем: 


Если здесь принять за (7 и У — истинные их значения, то =,, =,,...=„ будут 
величинами постоянными; мы же будем считать є,, є,,... =, переменными 
величинами, приписывая (7 и У не их истинные значения, нам неизвестные, 
а всевозможные переменные значения, и будем между ними искать такие, 
которые дают сумму 


‘наименьшей. 
Мы имеем 
РЕ: = 
41, — = 0— В, Г-н ([,— = 0— ВТ... (2, —= 0—8, 7 
Условия тілітит’а этой суммы дают уравнения: | 
(0—9, С— 8, 7) + а (2, —а,107— 68, У) +... 
2 (С, —в„0(—В,Г)=0 
ра 0207) ғ.а 10:—8 У)... = 
— 8,0—9, 7—8, У) = 0 
которые приводятся к виду: 
(иен... о) 07 (В, В... В) У = 
= а, +... +9 Е 


пп 


(08,4-06,4... +В) С (ВВ... 3,8) 7 
= В, Г, В, Г, + к” + 8,2, 


Умножая первое из этих уравнений на о, второе на т и складывая резуль- 
таты, получим 
0[(02 4-0... + 0,2) (а, 8,4-0,8, ме 28,)91+ 


= И [(а, В на, в... о, 8,)р (в 8,2-4... а 62) о] = 
= І, (ар В, с) + Г, (0,0-8,9)... Г, (оро В, о) 


Предполагая теперь, что р ие удовлетворяют уравнениям (9), найдем 


(= І, (2 = 6, 5) == 14. (о В, в) + Аит + С, (а, В, с) 


у 
16* 
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т. е. то же самое выражение (3), когда множители А,, Х,,... А, имеют 
значения (7), найденные выше. 

Итак, О и У, получаемые при помощи наилучшей линейной комбина- 
ции, делают в то же время сумму квадратов погрешностей наименьшей. 

$ 38. Рассмотрим теперь общий случай. Положим, что требуется. 
определить из наблюдений величины 0, У, ИУ, ..., число которых будем 
предполагать произвольным, и положим, что имеем уравнения: 


20+ 6,0 ү 4... = 1, —е, 


(а) а О-В У ту, +... =, — в, 


00 Ру... =, — 
первые части которых представляют непосредственно наблюдаемые вели- 


чины 17, №, ... Г; 6, 6, ... в, — погрешности этих наблюдений, вели- 


чины же о, а,,..., В, В,›..., Т, Т, +. + СУТЬ заданные числа, от 
наблюдений не зависящие и погрешностям не подвержевные. Возьмем ряд 
множителей 

Е 


подчиним их условиям: 
а Ана, +... а, А 1 
В. В, +... ВА, =0 


(2) 
№ №... А, = 0 


Умножаем уравнение (1) соответственно на А,, №,,...; тогда, сложив 
результаты, на основании уравнений (1) получим уравнение 


О = №1, М... — (мА... +6) 
которое напишем в виде 
0= У, 1, — Ув», 
Отсюда видно, что, принимая за О выражение 
(3) О, = 1, +1, ... 2,1, = А1, 
мы делаем ошибку 


(4) Е, 6А Д, 
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Чтобы найти вероятные пределы этой погрешности, мы попрежнему допу- 
стим, что все т наблюдений одинаково доброкачественны, и положив 


(5) & = > (9)? - р, 

получим вероятные пределы 

(6) — и ү2(0,2--2,2--...--2,2) и 0 ү20(0,2-- А24... 3-А,3) 
Наивероятнейшая комбинация для (7 будет та, при которой сумма 


№2 4-2 4... А2 
есть тіпітит. 
На основании условий (2) для определения Л,, А,,.. . А, имеем урав- 
нения: 
МФ, вА, Фу... А, Ф, = 0 


а, Ф, о... а-а, Ф, = 0 
(7) 8, А, 8,0, ... +В, Ф, = 0 
ТФ, 1,49), +... а ү, Ф, = 0 


из которых по известной методе находим выражения вида 
(8) - №м= 0р4 6;7 + үт... (6==1;9;:..9) 
причем величины р, с, т,... определяются из уравнений: 


У (60 6,9 ү;т о 


(9) Хар о тит...) =0 


Ут (ар Во уут-н ет! 


Эти уравнения можно представить в таком виде: 


рУ 2-с Хант Уат, -- 1 
(10) РУ 26, У 82 т р, т,--... = 0 
рУ ат; + У т; Ф уг... =0 
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Число этих уравнений равно к величин р, с, т, ... Таким образом мы 
находим 

(11) И = УТ, (ар 8,0 ү;та-...) 

причем р, с, т,... бпределяются из уравнений (10). 


Теперь мы покажем, что выражение (11) тожественно с тем, которое 
получится для (7 из условия тірітит’'а суммы квадратов погрешностей. 
Мы имеем 


У = (1,9060 0...) 
Разыскание тілітшп’а этой суммы приводит к решению уравнений: 

Уа (0—9 07—86, 7 — ү И —– ...) = 0 

УЕ, ИВТ...) =0 


У, 10,4, Ут: :) 0 


. . . . . 


иначе уравнений: 
ОУ арт У Уа... = У 1, 
оу «8,7 У 82 -- и Увт; ... = 81 


ОУ: У УВ: Р Ут... = У 


(12) 


Умножая первое из этих уравнений ва р, второе на о, третье на т ит. д- 
и складывая результаты, получим, на основании уравнений РУ которым 
2, с, т, ... удовлетворяют: 


ча - е | 
(13) = Ха, 1-е У 8,1-7 У, +. 
т. е. выражение (11), и теорема доказана. 


В этом и о метода наименьших квадратов. Далее мы пока- 
жем, как определяется величина №, а теперь приведем пример. 
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Положим, что требуется определить три величины (, У, ІУ, и мы 
сделали четыре наблюдения, которые дали соответственно величины: 14, 10, 
9, 17 для выражений: 


30+ 5Г-н ТУ 
407-117 — 2 
5 137— 7 
40— 117—137 


Ищем 0, У, И под условием пита выражения 


(ЗИ 5И 7И’ — 14) -н (40 -- ПУ— 2 07 — 10) 
— (50 -+ 130—7 И — 9) (40 —117— 13 7/— 17} 


которое нам дает уравнения: 


660 + 807— 747 = 195 
800 4367 65Т= 110 
740 657 271 = — 206 


Из этих уравнений и найдем (7, У, И’; ва производстве же численных вы- 
кладок останавливаться не будем, 

Заметим, что метод изложения способа наименьших квадратов, пока- 
‚ занный в последних параграфах, предполагает, что число м наблюдений 
весьма большое, потому что тозько при этом условии можно пользоваться 
формулой (38). . 

5 39. Теперь остается только показать, каким образом определяется 
величина А. 

Допуская, что все наблюдения заслуживают одинакового доверия, мы 
будем иметь 


к= Ур, = УЕ... 


Применим к рассматриваемому случаю Формулу (38), принимая за х— вели- 
чину (є,}?, за у — величину (є,)? и т. л. В таком случае эта Формула предста- 
вит вероятность того, что сумма 


2 2 2 
и Са ЕУ 


(предполагая число наблюдений попрежнему равным и) заключается между 


пределами 0, 
А-а-«ү2В и А—нуВ 
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В рассматриваемом случае 
А=а-4--4-с--:.. = У (60); (0) + «== 
В = а, — а 0, — +... = У б—#-- У (09), — 12... 
Поэтому, полагая 
Ур д.06, 


получим 
В = п(ї, —№) 


Итак, Формула (38) будет определять вероятность того, что имеет 
место неравенство | 


п — му2т (Е, — 18) < 624-624... 4-6,2 У й-ниу2» (Е, —1) 


ИЛИ 


П — № < 6124-24 
п п 


Гар; 


2 
Е —и\/2 лань. <Е-ни АЗЕ 


Отсюда видно, что 


ғ 2 2 
еее... 

= іа (5—52) 

п = 


а потому при весьма большом числе наблюдений мы можем принять 


(39) ра...) 
п 

Что касается величин входящих сюда погрешностей наблюдений 
21, Е,...Е„, ТО Они могут быть получены из ряда наблюдений над извест- 
ными величинами, сравнивая истинные их значения с наблюденными. Но не 
всегда бывает возможно производить такого рода специальные наблюдения, 
предназначенные исключительно дяя определения: й, поэтому обыкновенно й 
определяется из тех же наблюдений, из которых мы находим неизвестные 
О, У, №,... В этом случае вместо неизвестных пам истинных погрешно- 
стей мы берем те, которые получаются после определения 17, У, ТУ,.. 
по способу наименьших квадратов из сравнения результатов вычислений 
с результатами наблюдений. 

Другими словами, в этом случае мы, рассматривая є,, є,,... є, Как 
переменные величины, определяем их из условия тіпішит’а суммы 


2 ЄЮ 2 
аы е ЕСЕ о У, 
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и полученные таким образом для них значения принимаем за величины 
погрешностей, входящих в выражение #. Оправданием этому служит то 
что если мы назовем через є,, =,,... =, — неизвестные нам истинные 
погрешности и через =, + 7,, є, %,, . . . 6, + 7, — величины, полученные 
по способу наименьших квадратов, то у, 7, .·. 7, будут весьма малы 
по отношению к Е,, =,,...=„, или, по крайней мере, мы должны их считать 
таковыми, ибо способ наименьших квадратов дает наиболее вероятный 
результат; поэтому мы можем величинами т, 7%, ... 7, пренебречь. 

Таким образом находится величина /, определяющая достоинство на- 
блюдений. Чем меньше эта величина, тем наблюдения лучше; поэтому мерою 


> 1 
достоинства наблюдений может служить величина р! которая называется 


весом наблюдений. Ниже будет сказано, чем оправдывается такой термин, 
а теперь заметим, что в последнее время некоторые стали принимать за / 
выражение 


(ж) е1? Е ней 

где » есть число наблюдений, а {— число определяемых величин [7, У, ТУ, ... 
В пользу этого выражения приводили, что когда число наблюдений равно 
числу определяемых величин, то условным уравнениям мы можем удовле- 
творить точно, вследствие чего по этим уравнениям окажется, что 


Е 


== & = 


з. ==, == 0 


1 


(здесь є,, є,,. . .є, — погрешности вычисляемые, а не истинные), и потому мы 
получили бы по прежней Формуле & = 0; это не может быть допущено, 
ибо это показывало бы, что наблюдения совершенно точны, тогда как Фор- 


0 
мула (*) дает в этом случае для # неопределенное выражение т 


Но дело в том, что когда ® = то мы не можем пользоваться теми 
соображениями, на которых основывалось нахождение №, потому что мы 
предполагаем э; числом весьма большим, между тем как число неизвестных і 
всегда предполагается ограниченным, а потому случай, когда ® = мы 
должны ИСКЛЮЧИТЬ. 

Если же предполагать ® значительно больше #, то все равно, какой 
Формулой для определения /: пользоваться, потому что в выражении 


ЩЕ в 
К чрао нут рар АА, 


1 
мы можем пренебречь членами, начиная с т А 
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Заметим, что способ Гаусса, основывающийся на законе гипотез, не 
требует того, чтобы я непременно было весьма велико, и принимая его 
в основание, мы можем рассматривать и тот случай, когда » = 2, а следо- 
вательпо, тогда удобнее определять / по Формуле (*). Но, как мы видели, 
этот способ не заслуживает большого доверия, и для определения /: пред- 
почтительнее пользоваться Формулой (39). 

$ 40. В заключение покажем влияние / на определяемую величину, 
предполагая для большей общности К различным для различных наблю- 
1ений. 

Мы имели уравнения: 


= —в; О=Б— =; О == 1, — +; ... 071, — е 


п я 


принимая за (7 комбинацию 


= А... а ША 
при условии 


| 


(1) мА... А, 
мы делаем погрешность 
ЕЕ НЕ, -Н... ВА, 


вероятными пределами которой в общем случае служат величины 


«у? [ Ур арр» У (а | : 


тха | х 
Ур. З ИЕ 
мы придадим вероятвым пределам такой вид: 
ааа. Е 
—и У (8-02... 2) КАХ) 


поэтому вопрос сводится на Марэна ^,, А,, ... из условия тіпітит’”а 
выражения 
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и мы получаем уравнения: 
А, Ф, К, №, Ч... КА, А, = 0 


Ф, Ф, +...+Ф,=0 


из которых вместе с уравнением (1) следует: 


№, №, = р К,А = р; «54у № == р 
З ЧА ЕРЕ ои. РЕН 
к, К, № 
так что будет 
1 
с 
в 0 Ав 
и 
ва В+ + І. 
07 Ф 1 1 
2 БЕ ОХЕ 


Эта Формула имеет замечательную аналогию с Формулой, ва 
для определения одной из координат центра тяжести, если величины — г. к 


уподобить весам материальных точек, а Г, Ї,,,... Г, — их координатам. 
1 
вазывают весом наблюдения. 


В этом. и заключается причина того, что ~. 
Нетрудно убедиться, что полученное выражение для (7 тожественно 


Е 
с тем, которое получается из условия тіпітит’а суммы м 


Л 8 = І 


потому что значение 17, обрашающее эту сумму в шипит, определяется 


из уравнения 


=@— В+ 00 — 232 + 600—1)=0 
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Можно показать, что то же будет и в общем случае, когда опреде- 
ляются из наблюдений величины 0, У, ИУ,..., т. е. что и в этом случае 
для них получаются величины, делающие тіпішит ’ом сумму 


так что всегда наиболее вероятные величины получаются из условия тіпі- 
шиш’а суммы квадратов погрешностей, умноженных на веса соответ 
ственных наблюдений. Это представляет обобщение способа наименьших 
квадратов. 

Показанный в последних параграфах метод изложения способа наи- 
меньших квадратов принадлежит Лапласу. 
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Определенные интегралы .......,. уе 
Предзарительные замечания и интегралы первой группы . 
Интегралы второй группы ‚уе еее еее. 


Интегралы третьей группы ..... ааа а 
Эйлеровы интегралы ......... и РЕР 
Интегралы четвертой группы .. еее нь. 


ормущег Уре В реет е а сеча 


Собрание хормул, встречающихся в этом курсе ........ 


Теория конечных разностей ..... И Я в «ть 
Прямое исчисление разностей „еее... 
Обратное исчисление конечных разностей . . . . . . . 
Интегрирование уравнений в конечных разностях ... . . 


Теориз вероятностей . . . 1... п. оао 


Законы вероятностей... 6... ооо 
О математическом ожидании , . . . .. 6... 
О повторении событий .., . ьо ооа ооо е. 
Приложение теории вероятностей к обработке ниблюд 
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вочно-техническая литература. Изд. 3-е. 1931. 154 стр. 10 Фиг. 
Ц, рг 256; 


Крылов, А. Н., акад. — О численном решении уравнения, которым в техниче- 
ских вопросах определяются частоты малых колебаний материальных 
с 
систем. 1932. 49 стр. Ц. 1 р. 


Жрылов, А. Н., акад., и Бронников, Д. В. — Постановка кессона моста им. Воло- 
дарского в Ленинграде. Научно-техническая литература. 1934. 66 стр. 
7 табл. 21 Фиг. Ц. 2 


ПРИЕМ ЗАКАЗОВ И ПОДПИСКИ 


на всо издания Академии Наук СССР производится; 1) в Отделе распространения Издательства 

Академии Наук СССР, Москва, проезд Художественного театра, 2. Тел. 48-33; 2) в Ленинградском 

тан Издательства, Ленинград, 104. В. 0., Менделеевская линия, 1. Тел. 592-62. Заказы высы- 
лаются наложенным платежом. 


УЛААУ.ГСіП.ого.рі 


ОАЛАЛА-ГСИ. ОГО! а 


